Chapitre 2

Arithmétique

Dans ce chapitre, sauf précision contraire, lorsqu’on parlera d’un nombre, il s’agira d’un nombre
entier naturel.

2.1 Vocabulaire. Critéres de divisibilité

2.1.1 Vocabulaire

Soit n, d, m trois entiers naturels avec d # 0.
— On dit que d est un diviseur de n si % est un entier naturel. Dans ce cas on dit aussi que d
divise n.

— On dit que m est un multiple de n s’il existe k € N tel que m = kn.

Remarque 2.1
Si m est un multiple de n alors n est un diviseur de m.

Exemple 2.1

— Les diviseurs de 60 sont : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.
— Les diviseurs de 100 sont : 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100.

— Les multiples de 3 sont : 0, 3, 6, 9, 12, ...

Algorithme de recherche des diviseurs :

’Entrer N;:D = 1‘

’Tant que D < N, faire :‘

Si % est entier, afficher D

’Augmenter D de 1‘

’Fin de « tant que » ‘

Programme en langage Casio :

?7—N :1—D IfEnd
While D<N D+1—D
If N=D=Int(N-+D) WhileEnd
D4 ’2FIN’?
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4 Arithmétique

2.1.2 Propriété

Propriété 2.1

Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.

Si a divise b et si b divise ¢, alors a divise c.

— Si a divise b et si a divise ¢, alors a divise b+ ¢, b — ¢, et méme toute combinaison ab + Sc
ou « et ( sont des entiers relatifs quelconques.

Si a divise b alors a divise ab pour tout o € N.

— Si a divise b alors ac divise be.

Démonstration :

— Si a divise b alors il existe k € N tel que b = ka. Si b divise ¢ alors il existe k' € N tel que
c=kb. Donc : ¢ = k'b = K'ka. Donc a divise c.

— Si a divise b alors il existe £ € N tel que b = ka. Si a divise ¢ alors il existe k' € N tel que
¢ = k'a. Donc :

b+c=ka+k'a=a(k+k); b—c=ka—kKa=a(k-k); ab+fc=aka+pfk'a= alak+pk)

Donc a divise b+ ¢, b — ¢ et ab + [e.
— Si a divise b alors il existe k£ € N tel que b = ka. Donc ab = aka. Donc a divise ab.
— Si a divise b alors il existe k£ € N tel que b = ka. Donc bc = kac Donc ac divise be.

Exemple 2.2

Déterminer les entiers naturels n tels que n + 1 divise 2n + 5.

n+ 1 divise n + 1 et il divise 2n 4+ 5. Donc n + 1 divise (2n +5) — 2 x (n 4 1). c’est a dire que
n+ 1 divise 3. Donc n+ 1 peut étre égal a 1 ou a 3. Ainsi les valeurs possibles de n sont 0 ou 2.
Vérifions : si n = 0 on a bien 1 qui divise 5; et si n = 2 on a bien 3 qui divise 9. Les valeurs de
n sont donc 0 et 2.

2.1.3 Critéres de divisibilité

Propriété 2.2 (Criteres de divisibilité)

— Un nombre est divisible par 2 si son chiffre des unités est un 0, un 2, un 4, un 6 ou un 8.

— Un nombre est divisible par 5 si son chiffre des unités est un 0 ou un 5.

— Un nombre est divisible par 4 (resp. 25) si le nombre formé par les deux derniers chiffres
(dizaines et unités) est un multiple de 4 (resp. 25).

— Un nombre est divisible par 3 (resp. 9) si la somme de ses chiffres est un multiple de 3
(resp. 9).

— Un nombre est divisible par 11 si la différence entre la somme des chiffres de rang impair et
la somme des chiffres de rang pair est un multiple de 11.

Démonstration :
Soit N = ...edcba un entier.
—Ona:N=a+100+100c+ --- =a+ 2(5b+ 50c + ...). Ainsi en utilisant la propriété 2.1,

on a N divisible par 2, 2(5b 4 50c. .. ) divisible par 2, donc a est divisible par 2. Ainsi si N
est divisible par 2 alors son chiffre des unités est pair. La réciproque est claire.
~ Ona N =a+5(2b+20c+...). On utilise alors une démonstration analogue a la précédente.
— On a N = (a+ 10b) 4+ 4(25¢+ 250d + ... ) = (a + 10b) + 25(4c + 40d + .. .). On utilise alors
une démonstration analogue a la premiere.
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2.2 Les nombres premiers 5

- N=a+9+1)b+ 99+ 1)c+---=(a+b+c+...)+3x3(b+1lc+111d+...). On utilise
alors une démonstration analogue a la premiere.

~ N = (a+100c+...)+(10b+1 000d+...) = (a+c+99c+...)+(11b—b+1 00ld—d+...) =
(a+c+...)—(b+d+...)+11(9%+---+b+91d+...). On utilise alors une démonstration
analogue a la premiere.

Exemple 2.3

Soit N = 6 285. N est divisible par 5 mais pas par 2. Il est divisible par 3, mais pas par 9
(64+2+8+45=21=3x7). Il n’est pas divisible par 11 ((6 +8) — (2+5) = 7).

Soit M = 7 392. M est divisible par 2 mais pas par 5. Il est divisible par 3 mais pas par 9. Il
est divisible par 11 ((749) — (3 +2) = 11).

2.2 Les nombres premiers

Définition 2.1
Un nombre premier est un entier strictement supérieur a 1 qui n’est divisible que par 1 et par
lui-méme.

Exemple 2.4
2 est un nombre premier, 11 aussi.
10 n’est pas un nombre premier car il est divisible par 5.

Propriété 2.3

Pour savoir si un nombre n est premier, on teste sa divisibilité par tous les nombres premiers
inférieurs ou égaux a /n.

Si aucun de ces nombres ne divise n, alors n est un nombre premier, sinon, il ne ’est pas.

Crible d’Eratosthéne (3¢ siécle av. J.-C.)

On regroupe dans un tableau tous les entiers inférieurs a 100 (par exemple), on barre 1, puis
on entoure 2. On barre alors tous les multiples de 2. Le premier entier suivant non barré est
premier : il s’agit de 3. On barre tous les multiples de 3; le premier entier suivant 3 non barré
est premier : c’est 5 etc.. ..

1123141567189/ 10
1112113 14| 15|16 [ 17| 18 | 19| 20
21 122123 (2425|2627 |28 (29| 30
31 (3233|3435 |36|37|38]39]| 40
41 | 42 143 | 44| 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52|53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 89 | 60
61 |62 |63 |64 |65 |66 |67|68]|69]| 70
TL 7273|7475 |76 7778179 80
81 |82 | 83|84 |8 | 8 | 87 | 88| 89| 90
91192193 94|95 |96 |97 |98 1|99 | 100

Ici, les nombres non premiers sont écrits en rouge. Les nombres premiers inférieurs a 100 sont
donc :
2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, et 97.
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6 Arithmétique

Théoréme 2.1
— Tout entier strictement supérieur a 1 admet un diviseur premier.
— Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration :

— Soit n un entier strictement supérieur a 1. Si n est premier, il est divisible par lui-méme donc
par un nombre premier.
Si n n’est pas premier, il s’écrit n = d x m avec 1 < d < n. Si d est premier, la démonstration
est terminée, et si d n’est pas premier on a d = d' xm’ avec 1 < d’ < d. d’' est alors un diviseur
de d et de n (cf. prop 2.1). Et on recommence ’étape précédente. Comme n >d > d > ...,
il existe un « d® » qui est premier.

— Raisonnons par I'absurde : on suppose qu’il y a un nombre fini de nombres premiers. On les
note pi, P2, - -, Pn-
Soit N = p; X pa X --- X p, + 1. Ce nombre admet un diviseur premier p qui est un des p; ou
1< <n.
Ainsi, p divise N et p divise p; X pa X - - - Xpy,, donc il divise la différence de deux (propriété 2.1).
Donc p divise 1 et donc p = 1. C’est absurde car p est un nombre premier il est donc
strictement plus grand que 1.
On aboutit a une absurdité, notre supposition de départ est donc fausse. On a ainsi démontré
qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Exemple 2.5

Le nombre P = n? +2n + 1 ot n € N peut-il étre premier ?

Onan’®+2n+1=(n+1)% Sin=0alors P=1:il n'est pas premier.

Sin >0, P est divisible par n + 1 qui est différent de 1 et de P donc il n’est pas premier.

2.3 Décomposition en produit de facteurs premiers

Théoréme 2.2
Tout entier strictement supérieur a 1 se décompose en un produit de facteurs premiers. Cette
décomposition est unique, a I'ordre pres des facteurs.

Démonstration : (existence)

Soit N un entier strictement supérieur a 1.

Si N est premier, la décomposition est « n =n ».

Si N n’est pas premier, il admet (au moins) un diviseur premier (théoréme 2.1). Soit p; le plus
petit d’entre eux. On a : N = p; X qq, avec ¢ < N.

Si ¢ est premier la démonstration est terminée, sinon, on recommence le méme procédé avec
41 : Q1 = p2 X @2 avec py premier et qu < qy, ... Il finit par y avoir un ¢, = 1 car les ¢, sont de
plus en plus petits.

Finalement on obtient N =p; X pg X -+ X p, X 1 =p1 X pg X --- X Py,

Remarque 2.2
Dans la décomposition en produit de facteurs premiers, un méme facteur peut apparaitre plu-

sieurs fois. On écrit alors :

N =p' X pg? x --- x pim, avec p; premiers et 1 < o
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2.3 Décomposition en produit de facteurs premiers 7

Exemple 2.6
60 =22 x 3 x 5; 100 = 22 x 52
2100 =22 x3x52x7T

Algorithme de recherche de la décomposition :

’Entrer N P:2‘

’Tant que P < N faire :‘

SiXeN

Alors:afﬁcherPet%%N ’Sinor1:P—|—1—>P1

Fin de « Tant que » ‘

Programme en langage Casio :

7—N:2—P P4
While P<N Else

If N=+P=Int(N-P) P+1—P
Then IfEnd
N+-P—N WhileEnd

2.3.1 Application : détermination des diviseurs d’un entier

Exemple 2.7

La décomposition en produit de facteurs premiers de 20 est : 20 = 22 x 5. Pour trouver tous
les diviseurs de 20 (et non pas seulement les diviseurs premiers), on effectue tous les produits
possibles avec les facteurs de la décomposition ci-dessus (et on a aussi 1 comme diviseur).

On a donc comme diviseurs de 20 :
d1:1,d2:2,d3:22:4,d4:5,d5:2><5:10,d6:22><5:20.

Généralisation :
Si N est un entier dont la décomposition en produit de facteurs premiers est :

N =p" X p5? x -+ X p&n  avec p; premiers et 1 <

Alors, les diviseurs de N sont les nombres qui s’écrivent :

d=p§’1><p§2><---><p§", avec : 0 < 3; < oy

Exemple 2.8
En utilisant la décomposition en produit de facteurs premiers de 60, déterminer tous ses divi-
seurs.

Tci on pourrait écrire aussi : « mettre dans P le nombre premier suivant »
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8 Arithmétique

20 %30 x50 =1
20 %30 x5l =5
20 x 3 x50 =3
20 x 3l x5 =15
2 x 39 x50 =2

2030 91 % 30 x 51 = 10
diviseurs de 60 2! < 1y 9l o r0 _
ol o 31 2! x3"' x5 =6
2t x 3 x 51 =30
02 5 30 22 x 39 x50 =4
2 < 922 % 30 x 51 =20
22 x 3 x50 =12

AAAAAD

22 x 3! x 51 =60
Méme question? pour 1 078

2.4 PGCD de deux entiers

2.4.1 Définition

Exemple 2.9

Les diviseurs de 24 sont : 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 et 24.

Les diviseurs de 36 sont : 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 et 36.

24 et 36 ont 6 diviseurs en commun. Le plus grand d’entre eux est 12.

Propriété 2.4

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Il existe toujours au moins un diviseur commun a a
et b. Le plus grand d’entre eux est appelé Plus Grand Commun Diviseur.

On le note pged(a, b).

2.4.2 Recherche du PGCD : algorithme d’Euclide

Propriété 2.5

Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0. On note respectivement ¢ et r le quotient
et le reste de la division euclidienne® de a par b.

On a alors : pged(a,b)=pged(b,r).

Démonstration :

Soit d =pged(a,b). On a d divise a et d divise b donc d divise a — bg(propriété 2.1). C’est a dire
que d divise r. Ainsi d est un diviseur de b et de r. Donc d <pgcd(a,b).

Soit d’ le pged de b er r. d' divise b et d’ divise r; donc d' divise bq + r (propriété 2.1). C'est a
dire que d’ divise a. Or le plus grand diviseur commun a b et a est d. Donc d’ < d. finalement
d' = d et ainsi pged(a,b)=pgecd(b,r).

Exemple 2.10

On prend a = 102 et b = 30. En écrivant les diviseurs de 102 et 30 on aboutit facilement a
pged(102,30)=6.

La division euclidienne de 102 par 30 donne g = 3 et r = 12. Et pged(30,12)=6.

2Laissée en exercice au lecteur consciencieux
3Onaalorsa:bq—|—r avec 0 <r <b
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2.4 PGCD de deux entiers 9

Algorithme d’Euclide :

Si on se donne deux nombres entiers non nuls et qu’on souhaite calculer leur pged, la pro-
priété 2.5 permet de se ramener a un calcul de pged de deux nombres plus petits que les
nombres de départ. En I'appliquant plusieurs fois successivement on obtient des restes de plus
en plus petits, et ces derniers étant entiers, il finissent par atteindre 0. Le dernier reste non-nul
est alors le pged des deux nombres de départ. Ce procédé est appelé algorithme d’Fuclide.

’Entrer a et b entiers avec a > b‘

’Tant que b # 0 faire : ‘

‘La division euclidienne de a par b donne ¢ et r‘

b—a

r—b

’Fin de « Tant que » ‘

’Afﬁcher : le pged est a‘

2.4.3 Programme Casio

7—A:7—B Qa R—B

While R4 WhileEnd

Int (A+B)—Q LA 7 Le PGCD est :
A-BxQ—Q B—A Ad

Théoréme 2.3
L’ensemble des diviseurs communs a deux entiers non nuls est I’ensemble des diviseurs de leur

pged.

Démonstration :

Soit a et b deux entiers non nuls et d leur pged. On a : a = da’ et b = db'.

— Soit n un diviseur de d alors n divise a'd = a et n divise b'd = b (propriété 2.1).

— Réciproquement, soit n un diviseur de a et de b. Montrons que n divise d : on a vu dans la
démonstration de la propriété 2.5 que si n divise a et b alors il divise aussi r; ou r est le
reste de la division euclidienne de a par b (si a > b). En réitérant le procédé plusieurs fois,
on aboutit a : « n divise le dernier reste non nul de I'algorithme d’Euclide ». Or ce dernier
reste non nul est le pged de a et b. On a donc montré que si n est un diviseur commun a a
et b alors il est un diviseur de leur pged.

Finalement, I’ensemble des diviseurs communs a a et b est ’ensemble des diviseur de leur pged.

Exemple 2.11
En utilisant le calcul du pged par I'algorithme d’Euclide, déterminer les diviseurs communs a
107 448 et 51 282.

2.4.4 Nombres premiers entre eux

Définition 2.2
Deux nombres sont dits premiers entre euz s’ils n’ont pas d’autre diviseur commun que 1.
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10 Arithmétique

Remarque 2.3
La définition revient a dire que deux nombres sont premiers entre eux si leur pged vaut 1.

Exemple 2.12

26 et 15 sont premiers entre eux.

32 et 30 ne sont pas premiers entre eux : ils sont tous les deux divisibles par 2.
1 088 et 3 213 sont-ils premiers entre eux ?
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