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2.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 Opérations sur les fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.3 Fonction composée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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2.4 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4.1 Approche graphique de la continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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3.2.2 Quelques formules de dérivées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2.3 Extremum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.3.2 Intersection. Réunion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.4 Probabilités conditionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.1 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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8.1.1 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
8.1.2 Loi de Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
8.1.3 Loi Binomiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

8.2 Espérance et variance d’une loi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
8.3 Des exercices � type bac � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

9 Exponentielle de base a. Croissances comparées 67
9.1 Fonction exponentielle de base a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

9.1.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Chapitre 1

Équations de droites. Second degré

1.1 Équation de droite

Dans un repère (O;~i, ~j), une droite d a une équation du type ax + by + c = 0. Cela signifie que
si un point A appartient à la droite d, alors les coordonnées de A vérifient l’équation de la
droite ; réciproquement, si un point B a ses coordonnées qui vérifient l’équation de la droite
d, alors B appartient à la droite d.

Remarque 1.1
Une même droite a plusieurs équations : si d a pour équation ax + by + c = 0, alors quelque
soit k ∈ R∗, (ka)x + (kb)y + (kc) = 0 est aussi une équation de d.
Si c , 0, (c’est à dire si d ne passe pas par l’origine du repère) on peut donc toujours trouver
une équation de d sous la forme ax + by + 1 = 0.

Remarque 1.2
Si la droite d n’est pas parallèle à l’axe des ordonnées, alors elle admet une équation du type
y = mx + p. Cette équation est appelée équation réduite de d

Exemple 1.1 (Tracer une droite dont l’équation est connue)
Soit d la droite d’équation 1

2x + y − 2 = 0. Pour tracer cette droite dans le repère (O;~i, ~j) (voir
figure 1.1) :
– on détermine deux points A et B dont les coordonnées vérifient l’équation. Par exemple,

en choisissant 1 xA = 2, on obtient : 1 + y − 2 = 0 soit y = 1. Donc le point A(2; 1) ∈ d. De
même, en prenant xB = 0, on obtient yB = 2 donc le point B(0; 2) ∈ d.

– on place les deux points dans le repère et on trace la droite (AB) : c’est la droite d.

Exemple 1.2 (Déterminer une équation de droite par calcul)
Pour déterminer l’équation de la droite (EF) où E(3; 1

2 ) et F(−2;−2) (voir figure 1.1) :
– (EF) n’est pas parallèle à l’axe des ordonnées donc elle admet une équation du type

y = mx + p. En remplaçant par les coordonnées de E puis de F, on obtient le système :{
1
2 = 3m + p
−2 =−2m + p

– en résolvant on obtient : m = 1
2 et p = −1. La droite (EF) a donc pour équation y = 1

2x − 1.

1. On aurait pu choisir n’importe quelle autre valeur de xA.
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Exemple 1.3 (Déterminer graphiquement une équation de droite)
Sur la figure 1.1 on a tracé une droite δ.
Cette droite n’est pas parallèle à l’axe des ordonnées donc elle admet une équation du type
y = mx + p. On peut déterminer m et p par lecture graphique :
– la droite δ coupe (Oy) au point d’ordonnée −1 donc p = −1 ;
– en partant d’un point de δ, et en se � décalant � d’une unité vers la droite on monte de

2 unités pour rester sur δ donc m = 2.
Ainsi l’équation réduite de δ est y = 2x − 1.

~i

~j
O

A

B

E

F

δ

Figure 1.1 – Équations de droites

1.2 Polynôme du second degré

Définition 1.1
On appelle polynôme du second degré de coefficients a, b et c la fonction f définie par :

f (x) = ax2 + bx + c, où a ∈ R∗, b ∈ R, c ∈ R

1.2.1 Résolution d’une équation du second degré

Définition 1.2
Une équation du second degré à une inconnue x est une équation qui peut s’écrire sous la
forme ax2 + bx + c = 0, avec a, b et c trois réels et a , 0.

Définition 1.3
On appelle discriminant de l’équation du second degré ax2 + bx + c = 0, a , 0 le nombre réel
∆ = b2

− 4ac.

L’existence de solutions à l’équation ax2 + bx + c = 0 dépend du signe de ∆ :

Théorème 1.1
Soit ax2 + bx + c = 0 une équation du second degré et ∆ son discriminant.

si ∆ < 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 n’a pas de solution.
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si ∆ > 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 a deux solutions distinctes :

 x1 = −b−
√

∆
2a

x2 = −b+
√

∆
2a

si ∆ = 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 a une unique solution : x0 = −b
2a .

Exemple 1.4
Résoudre l’équation 2x2

− 2x = −5.
On écrit cette équation sous la forme ax2 + bx + c = 0 et on obtient 2x2

− 2x + 5 = 0.
On calcule ∆ = b2

− 4ac = (−2)2
− 4 × 2 × 5 = 4 − 40 = −36 < 0. Donc cette équation n’a pas

de solution : S = ∅.

Exemple 1.5
Résoudre l’équation 2x2 + 11

2 x − 3
2 .

On calcule ∆ =
(

11
2

)2
− 4 × 2 ×

(
−

3
2

)
= 121

4 + 12 = 169
4 > 0. Donc l’équation a deux solutions :

x1 =
−

11
2 −
√

169
4

2×2 =
−

11
2 −

13
2

4 = − 24
8 = −3.

x1 =
−

11
2 +
√

169
4

2×2 =
−

11
2 + 13

2
4 = 2

8 = 1
4 .

S =
{
−3; 1

4

}
.

1.2.2 Factorisation d’un trinôme du second degré

Théorème 1.2 (admis)
Soit ax2 + bx + c un trinôme du second degré (a , 0) et ∆ son discriminant. On a alors trois
cas possibles :
– si ∆ < 0 alors ax2 + bx + c n’est pas factorisable ;
– si ∆ = 0 alors ax2 + bx + c = a(x − x0)2 où x0 = − b

2a ;

– si ∆ > 0 alors ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2) où x1 = −b−
√

∆
2a et x2 = −b+

√
∆

2a .

Exemple 1.6
Factoriser le trinôme 3x2

− 5x − 2.
On calcule ∆ = (−5)2

− 4 × 3 × (−2) = 49 > 0 ; donc le trinôme a deux racines :
α = −(−5)−

√
49

2×3 = − 1
3 et β = −(−5)+

√
49

2×3 = 2. On a alors : 3x2
− 5x − 2 = 3(x + 1

3 )(x − 2).

1.2.3 Signe d’un trinôme du second degré

Théorème 1.3
Soit ax2 + bx + c un trinôme du second degré. On pose ∆ = b2

− 4ac.
si ∆ < 0, alors pour tout x ∈ R, ax2 + bx + c est du signe de a ;
si ∆ = 0, alors pour tout x , − b

2a , ax2 + bx + c est du signe de a ;
si ∆ > 0, alors ax2 + bx + c

– est du signe de a pour x � à l’extérieur des racines � de ax2 + bx + c ;
– est du signe contraire de a � à l’intérieur des racines � de ax2 + bx + c.

Exemple 1.7
On considère le trinôme 6x2

− 10x − 4. ∆ = 102
− 4 × 6 × (−4) = 196. Les racines du trinôme

sont : x1 = 10−
√

196
2×6 = −1

3 et x2 = 10+
√

196
2×6 = 2.

Représentons sur un axe gradué � l’intérieur � et � l’extérieur � des racines :
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12 Équations de droites. Second degré

− 1
3

2O I

En vert, � l’extérieur � des racines, et en bleu � l’intérieur � des racines :

– pour x ∈
]
−

1
3 ; 2

[
(x à l’intérieur des racines), 6x2

− 10x − 4 est du signe contraire de 6 soit
6x2
− 10x − 4 < 0 ;

– pour x ∈
]
−∞;−1

3

[
∪ ]2; +∞[ (x à l’extérieur des racines), 6x2

− 10x− 4 est du signe de 6 soit
6x2
− 10x − 4 > 0.

On regroupe ces résultats dans un tableau de signes :

x −∞ −
1
3 2 +∞

6x2
− 10x − 4 + 0 – 0 +

Remarque 1.3 (Un trinôme, quatre inéquations possibles)
Lorsqu’on a un trinome du second degré par exemple celui de l’exemple précédent, on a
quatre inéquations possibles :
– la solution de l’inéquation 6x2

− 10x − 4 > 0 est : S = ] −∞ ; −1
3 [∪ ]2 ; +∞[ ;

– la solution de l’inéquation 6x2
− 10x − 4 ≥ 0 est : S = ] −∞ ; −1

3 ] ∪ [2 ; +∞[ ;
– la solution de l’inéquation 6x2

− 10x − 4 < 0 est : S = ] − 1
3 ; 2 [ ;

– la solution de l’inéquation 6x2
− 10x − 4 ≤ 0 est : S = [− 1

3 ; 2].

1.2.4 Représentation graphique d’un trinôme

Soit P une parabole d’équation y = ax2 + bx + c dans un repère orthogonal. On ne connait
pas la position précise de P dans le repère, mais on peut étudier sa position par rapport à
l’axe des abscisses ; en effet :

si ∆ > 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 a deux solutions donc P coupe l’axe des abscisses en
deux points ;

si ∆ = 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 a une unique solution : on dit que P est tangente à l’axe
des abscisses ;

si ∆ < 0, l’équation ax2 + bx + c = 0 n’a pas de solution donc P ne rencontre pas l’axe des
abscisses.

De plus, en utilisant le signe du trinome, on montre que si a > 0, la parabole est � tournée�vers
le haut, et si a < 0, la parabole est � tournée � vers le bas.
Enfin, en utilisant l’écriture canonique du trinôme ax2 + bx + c = a(x + α)2

− β, on obtient les
coordonnées du sommet S de la parabole : S(−α;−β). (On avait trouvé α = b

2a et β = b2
−4ac
4a .)

On regroupe les résultats dans le tableau suivant en notant :
– P la parabole d’équation y = ax2 + bx + c où a , 0.
– ∆ = b2

− 4ac avec x0 −
b
2a si ∆ = 0 et x1 = −b−

√
∆

2a , x2 = −b+
√

∆
2a si ∆ > 0.
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1.2 Polynôme du second degré 13

∆ > 0 ∆ = 0 ∆ < 0

a > 0

O

x1 x2

O x0 O

a < 0
Ox2 x1 O

x0

O

1.2.5 Programmons. . .

Voici l’algorithme et les programmes permettant à votre calculatrice de vous donner le
discriminant et les éventuelles racines d’un polynôme du second degré s’écrivant sous la
forme ax2 + bx + c :

Entrées : Demander les coefficients a, b, c de l’équation ax2 + bx + c = 0;1

début2

∆← b2
− 4 × a × c;3

si ∆ = 0 alors4

N← 1;5

X1← −b/(2 × a);6

Afficher � une solution : X1 � ;7

sinon8

si ∆ > 0 alors9

N← 2;10

X1← (−b −
√

∆)/(2 × a);11

X2← (−b +
√

∆)/(2 × a);12

Afficher � deux solutions : X1 et X2 � ;13

sinon14

N← 0;15

Afficher � Pas de solution � ;16

fin17

Résultat : N, X1, X2;18

Algorithme 1 : Calcul du discriminant et solutions d’une équation de degré 2
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14 Équations de droites. Second degré

Programme pour une casio :
”CALCUL DISCRIMINANT :”
”AX2 + BX + C”
”A” ?→A
”B” ?→B
”C” ?→C
”DELTA=” :B2

− 4 × A × C→ D
D= 0⇒Goto 1
D< 0⇒Goto 2
D> 0⇒Goto 3
Lbl 1
”UNE SOLUTION”
−B/(2 × A)
Stop
Lbl 2
”AUCUNE SOLUTION”
Stop
Lbl 3
”2 SOLUTIONS”
”X1=” :(−B − √D)/(2 × A)
”X2=” :(−B +

√D)/(2 × A)
Stop

Programme pour une TI :
PROGRAM :DEGRE2
Disp ”CALCUL DISCRIMINANT :”
Disp ”AX2 + BX + C”
Prompt A,B,C
ClrHome
B2
− 4 × A × C→ D

Disp ”DISCRIMINANT”,D
If abs(D)=0
Then
Disp ”1 SOLUTION”,−B/(2 × A)
Else
If D > 0
Then
Disp ”2 SOLUTIONS”
Disp (−B − √(D))/(2 × A)
Disp (−B +

√(D))/(2 × A)
Else
Disp ”AUCUNE SOLUTION”
End
End

Le programme TI correspond (à peu près) à l’algorithme 1, le programme casio, pas tout-à-
fait.
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Chapitre 2

Fonction. Continuité

Dans la vie courante, on rencontre souvent des situations où une chose dépend d’une autre :
prendre son parapluie ou non le matin dépend du temps qu’il fait ; l’heure à laquelle on
programme son réveil dépend de la durée de transport pour se rendre au lycée, le prix à
payer pour mon sachet de pommes dépend de la masse de pommes qu’il contient. Dans ce
dernier exemple on dit aussi que le prix est fonction de la masse. C’est ce même mot qu’on
utilise en mathématiques pour signifier qu’une quantité dépend d’une autre.
C’est Leibniz qui, à la fin du xviie siècle, écrit le premier dans un de ses textes � x est fonction
de y �. Quelques années plus tard, Jean Bernoulli emploie la notation f x pour désigner une
fonction de la variable x : l’acte de naissance des fonctions, nouveaux objets mathématiques 1

était signé, nous allons en commencer ici l’étude.

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R.

2.1 Fonction numérique

2.1.1 Généralités

Définition 2.1
Une fonction numérique f permet d’associer à un nombre x un autre nombre qu’on note f (x).
Ce nombre f (x) est appelé image de x par la fonction f . L’ensemble des x pour lesquels f (x)
existe est appelé l’ensemble de définition de f . On le note généralementD f .
On dit qu’une fonction f est strictement croissante sur I lorsque pour tout a et tout b de I, si
a < b alors f (a) < f (b).
On dit qu’une fonction f est strictement décroissante sur I lorsque pour tout a et tout b de I,
si a < b alors f (a) > f (b).
On dit qu’une fonction f est constante sur I lorsque pour tout a et b de I, f (a) = f (b).

2.1.2 Opérations sur les fonctions

Définition 2.2
Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que la fonction f est la somme
des fonctions u et v, si pour tout x ∈ I, f (x) = u(x) + v(x).

1. Qui allaient faire souffrir bon nombre de lycéens. . .
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16 Fonction. Continuité

Exemple 2.1
Sur le graphique ci-dessous, la fonction f définie sur I = [−2; 4] est la somme des fonctions
u et v : pour tout x ∈ I, f (x) = u(x) + v(x).

~i

~j

Cu

Cv

Cf

x

u(x)

v(x)

f(x)

Définition 2.3
Soit u une fonction numérique définie sur I, et λ un réel. On appelle produit de λ par u la
fonction définie sur I et notée (λu) qui, à tout x de I associe le nombre (λu)(x) = λ × u(x).

Exemple 2.2
Sur le graphique ci-dessous, la fonction f définie sur I = [−2; 4] est le produit de la fonction
u par −1,5, et la fonction g définie sur I = [−2; 4] est le produit de la fonction u par 1

2 : pour
tout x ∈ I, on a : f (x) = −1,5u(x) et g(x) = 1

2u(x).

~i

~j

Cu

Cf

Cg

2

u(2)

f(2)

g(2)

2.1.3 Fonction composée

Définition 2.4
Soit g une fonction, et Dg son ensemble de définition. Soit u une fonction définie sur I telle
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2.2 Théorèmes sur les limites 17

que pour tout x ∈ I,u(x) ∈ Dg.
La fonction f composée de u suivie de g définie sur I est la fonction qui à tout x de I associe le
nombre f (x) = g (u(x)).
On la note f = g ◦ u. On dit aussi que f est la composée de g par u.

I u
−−→ Dg

g
−−→ R

x 7−→ u(x) 7−→ g(u(x))
−−−−−−−−−−−−−−−−→

f

Exemple 2.3
Soit u et g les fonctions définies sur R par u(x) = 2x+3 et g(x) = x2. On note f et h les fonctions
définies par : f = g ◦ u et h = u ◦ g. On a :

R u
−−→ R

g
−−→ R

x 7−→ u(x) 7−→ g(u(x))
2 7−→ 7 7−→ 49
0 7−→ 3 7−→ 9
x 7−→ 2x + 3 7−→ (2x + 3)2

−−−−−−−−−−−−−−−−→
f

Finalement f est définie par f (x) = (2x + 3)2 = 4x2 + 12x + 9.
De même, on a :

R
g
−−→ R u

−−→ R
x 7−→ g(x) 7−→ u(g(x))
2 7−→ 4 7−→ 11
0 7−→ 0 7−→ 3
x 7−→ x2

7−→ 2x2 + 3
−−−−−−−−−−−−−−−−→

h

Finalement, h est définie par h(x) = 2x2 + 3.

2.2 Théorèmes sur les limites

Définition 2.5
Soit f une fonction définie sur un intervalle I du type [a; +∞[.
– On dit que f a pour limite ` lorsque x tend vers +∞ si les valeurs de f (x) sont aussi proches

de ` que l’on veut lorsque x devient de plus en plus grand. On écrit :

lim
x→+∞

f (x) = `

– On dit que f a pour limite +∞ lorsque x tend vers +∞ si les valeurs de f (x) sont aussi
grandes que l’on veut lorsque x devient de plus en plus grand. On écrit :

lim
x→+∞

f (x) = +∞

Définition 2.6
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Le réel a appartient à I ou est une borne de I.
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18 Fonction. Continuité

– On dit que la limite de f lorsque x tend vers a est ` si les valeurs de f (x) peuvent être aussi
proches que l’on veut de ` lorsque x se rapproche de a. On écrit :

lim
x→a

f (x) = `

– On dit que la limite de f lorsque x tend vers a est +∞ si les valeurs de f (x) peuvent devenir
aussi grandes que l’on veut lorsque x de rapproche de a. On écrit :

lim
x→a

f (x) = +∞

Remarque 2.1
Ces définitions sont � adaptables � pour des limites en −∞ et/ou pour des limites valant −∞.

Dans les tableaux suivants, ` et `′ sont des nombres réels finis. Ces tableaux résument
les propriétés à connaitre sur les sommes, les produits et les quotients de limites de deux
fonctions f et g.
Ces propriétés sont valables pour des limites en +∞, en −∞ ou en a. Lorsque les cases
contiennent � F.I. �, il s’agit d’une forme indéterminée : on ne peut pas conclure (ça dépend
des cas).

2.2.1 Limite d’une somme
Si f a pour limite ` ` ` +∞ −∞ +∞
et si g a pour limite `′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

alors, f + g a pour limite ` + `′ +∞ −∞ +∞ −∞ F.I.

2.2.2 Limite d’un produit

Si f a pour limite ` ` > 0 ` > 0 ` < 0 ` < 0 +∞ +∞ −∞ 0
et si g a pour limite `′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ ±∞

f × g a pour limite ` × `′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ F.I.

2.2.3 Limite d’un quotient f
g

Cas où la limite de la fonction g n’est pas nulle

Si f a pour limite ` ` +∞ +∞ −∞ −∞ ±∞

et si g a pour limite `′ , 0 ±∞ `′ > 0 `′ < 0 `′ > 0 `′ < 0 ±∞

f
g

a pour limite `
`′ 0 +∞ −∞ −∞ +∞ F.I.

Cas où la limite de la fonction g est nulle

Si f a pour limite ` > 0 ou +∞ ` > 0 ou +∞ ` < 0 ou −∞ ` < 0 ou −∞ 0
et si g a pour limite 0 en restant 0 en restant 0 en restant 0 en restant 0

positive négative positive négative
f
g

a pour limite +∞ −∞ −∞ +∞ F.I.
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2.3 Formes indéterminées

Les cas de formes indéterminées sont au nombre de quatre :

∞−∞; 0 ×∞;
∞

∞
;

0
0

Exemple 2.4
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x2

− 2x + 3. Étudions la limite de f lorsque x tend
vers +∞ :

lim
x→+∞

x2 = +∞ et lim
x→+∞

(−2x + 3) = −∞

La limite en +∞ est donc une forme indéterminée du type ∞ − ∞. Pour � lever � cette
indétermination, on va écrire l’expression de f (x) différemment :

f (x) = x2
× 1 − x2

×
2
x

+ x2
×

3
x2 = x2

(
1 −

2
x

+
3
x2

)
Or : lim

x→+∞

(
1 −

2
x

+
3
x2

)
= 1 et : lim

x→∞
x2 = +∞

Par produit, on obtient :
lim
x→∞

f (x) = +∞

2.3.1 Cas des fonctions polynômes ou rationnelles

Théorème 2.1 (admis)
– La limite en l’infini d’une fonction polynôme est la même que la limite de son terme de

plus haut degré.
lim
x→∞

(
anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

)
= lim

x→∞
(anxn)

– La limite en l’infini d’une fonction, quotient de deux polynômes, est la même que la limite
du quotient simplifié des termes de plus haut degré des deux polynômes.

lim
x→∞

anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · · + b1x + b0
= lim

x→∞

anxn

bmxm

Exemple 2.5
Soit g la fonction polynôme définie sur R par g(x) = 3x3

− 2x2
− x + 5. On a :

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

3x3 = +∞

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

3x3 = −∞

Soit f la fonction définie sur ]1
2 ; +∞[ par f (x) = 2x2

−3x+1
8x3−1 . On a :

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2x2

8x3 = lim
x→+∞

1
4x

= 0

Soit h la fonction définie sur ]2; +∞[ par h(x) = 2x2
−3x+1

x2+x−6 . On a :

lim
x→+∞

h(x) = lim
x→+∞

2x2

x2 = lim
x→+∞

2 = 2
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2.3.2 Cas des fonctions composées

Dans le théorème suivant, les lettres α, k et ` désignent soit un nombre réel soit +∞, soit −∞.
u et g sont deux fonctions telles que g ◦ u existe sur un intervalle dont une borne est α.

Théorème 2.2
Si :
– la limite de u(x) lorsque x tend vers α vaut k, et :
– la limite de g(t) lorsque t tend vers k vaut `,
alors, la limite de g ◦ u(x) lorsque x tend vers α vaut `.
On écrit :

Si

 lim
x→α

u(x) = k

lim
t→k

g(t) = `
, alors lim

x→α
g ◦ u(x) = `

Exemple 2.6

Soit f la fonction définie sur ]1; +∞[ par f (x) =
√

4x+9
x−1 . f est la composée de la fonction

rationnelle u définie par u(x) = 4x+9
x−1 suivie de g qui est la fonction racine carrée. On a :

lim
x→1+

u(x) = +∞

lim
t→+∞

g(t) = +∞

 donc par composition lim
x→1+

g ◦ u(x) = +∞

lim
x→+∞

u(x) = 4

lim
t→4

g(t) = 2

 donc par composition lim
x→+∞

g ◦ u(x) = 2

2.3.3 Théorèmes de comparaison

Théorème 2.3 (admis)
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle du type [a; +∞[.
S’il existe un réel A tel que pour tout x > A, f (x) ≥ g(x) et lim

x→+∞
g(x) = +∞, alors on a :

lim
x→+∞

f (x) = +∞.

Cf

Cu

Ce théorème peut aussi s’énoncer en −∞ (exercice)

Théorème 2.4 (admis)
Soit f , u et v trois fonctions définies sur un intervalle du type [a; +∞[.
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S’il existe un réel A tel que pour tout x > A, u(x) ≤ f (x) ≤ v(x) et lim
x→+∞

u(x) = lim
x→+∞

v(x) = `,
alors on a : lim

x→+∞
f (x) = `.

Cu

Cv

Cf
y = l

Ce théorème peut aussi s’énoncer en −∞ (exercice)

Exemple 2.7
Soit f une fonction telle que pour tout x ≥ 1, on a : 1

x2 ≤ f (x) − 3 ≤ 1
x . Déterminer la limite de

f en +∞.
D’après la double inégalité proposée, on a : 3 + 1

x2 ≤ f (x) ≤ 3 + 1
x . Or :

lim
x→+∞

(
3 +

1
x2

)
= 3 et lim

x→+∞

(
3 +

1
x

)
= 3

Donc, par comparaison, on obtient :

lim
x→+∞

f (x) = 3

2.4 Continuité

2.4.1 Approche graphique de la continuité

En observant les trois courbes ci-dessous, on remarque que les deux premières peuvent être
tracées � sans lever le crayon � alors que la troisième admet un � saut � à l’abscisse 2. Les
deux premières représentent des fonctions dites continues sur l’intervalle [−2; 4] alors que la
troisième représente une fonction qui admet une discontinuité en x = 2.

~i

~j

~i

~j

~i

~j
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22 Fonction. Continuité

2.4.2 Notion intuitive de la continuité

Une fonction est continue sur un intervalle I si elle est définie sur cet intervalle et si sa courbe
représentative se trace � d’un trait continu �, sans lever le crayon.
Pour tout a ∈ I, si x ∈ I se rapproche de a, alors f (x) peut se rapprocher de f (a) autant qu’on
le souhaite. On écrit :

f est continue en a si lim
x→a

f (x) = f (a)

2.4.3 Fonctions continues

On admet le théorème suivant :

Théorème 2.5
Une fonction obtenue par opérations sur les fonctions usuelles est continue sur chaque
intervalle où elle est définie.
Ainsi, les fonctions polynômes, rationnelles et définies par des racines carrées sont continues
sur chaque intervalle de leur ensemble de définition.

2.4.4 Partie entière

Un nombre réel est composée d’une partie entière finie (avant la virgule) et d’une partie
décimale (après la virgule). La partie entière de 4,65 est 4.
On remarque également que tout nombre réel x appartient à un intervalle du type [n; n + 1[
où n ∈ Z.

Définition 2.7
La partie entière de x ∈ R notée E(x) est définie ainsi :

si x ∈ [n; n + 1[ (n ∈ Z), E(x) = n

Exemple 2.8
Ainsi, E(3,14) = 3 car 3,14 ∈ [3; 4[.
Et E(−4,32) = −5 car −4,32 ∈ [−5;−4[.

La représentation graphique de la fonction partie entière x 7→ E(x), pour x ∈ [−2; 3[ est tracée
ci-dessous :

~i

~j
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2.4.5 Propriété des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. La courbe représentative de f passe par
A(a; f (a)) et B(b; f (b)), et elle se trace � sans lever le crayon �. Ainsi tout nombre m compris
entre f (a) et f (b) est l’ordonnée d’un point de la courbe : il existe donc α ∈ [a; b] tel que
f (α) = m.

a b

f(a)

f(b)

x1 x2 x3

m

Figure 1

a b

f(a)

f(b)

x1

m

Figure 2

a b

f(a)

f(b)

x1

m

Figure 3

Théorème 2.6 (des valeurs intermédiaires)
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b], si m est le minimum de f sur [a ; b]
et M son maximum, alors, pour tout k ∈ [n ; M] l’équation f (x) = k admet (au moins) une
solution dans [a ; b].

Théorème 2.7 (de la valeur intermédiaire)
Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b], alors pour tout k compris entre f (a) et
f (b), l’équation f (x) = k admet une et une seule solution dans l’intervalle [a ; b].

Remarque 2.2
Par convention, dans un tableau de variation, les flèches obliques traduisent :
– la continuité de la fonction sur l’intervalle considéré ;
– la stricte monotonie de la fonction sur cet intervalle.

Exemple 2.9
Soit f la fonction définie sur [0 ; 9] par f (x) =

√
x + 2. Démontrer que l’équation f (x) = 3

admet une unique solution dans [0 ; 9].
La fonction f est strictement croissante sur [0 ; 9] car la fonction racine carrée l’est. Par
ailleurs, f est une fonction continue sur [0 ; 9]. De plus f (0) = 2 et f (9) = 5.
Ainsi, 3 ∈ [ f (0) ; f (9)], donc d’après le théorème de la valeur intermédiaire, l’équation f (x) = 3
admet une et une seule solution dans l’intervalle [0 ; 9].

Exemple 2.10
Soit f une fonction définie sur [0 ; 7] dont on donne le tableau de variation :

x 0 2 4 7

f (x)
4
& 0
&−2%

3

Déterminer le nombre de solutions de l’équation f (x) =
√

2.
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Résolution :
– D’après le tableau de variation de f , sur l’intervalle [0 ; 4] la fonction f est continue et

strictement décroissante. De plus
√

2 ∈ [ f (4) ; f (0)] donc d’après le théorème de la valeur
intermédiaire, l’équation f (x) =

√
2 admet une unique solution dans [0 ; 4].

– D’après le tableau de variation de f , sur l’intervalle [4 ; 7] la fonction f est continue et
strictement croissante. De plus

√
2 ∈ [ f (4) ; f (7)] donc d’après le théorème de la valeur

intermédiaire, l’équation f (x) =
√

2 admet une unique solution dans [4 ; 7].
Finalement l’équation f (x) =

√
2 admet deux solutions dans [0 ; 7]. On pourrait même

montrer que la solution la plus petite est dans [0 ; 2], et l’autre dans [4 ; 7].
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Chapitre 3

Variations d’une fonction. Dérivation

3.1 Variations et opérations

3.1.1 Somme

Théorème 3.1
Soit u et v deux fonctions définies sur un même intervalle I. Alors :
– si u et v sont croissantes sur I, alors u + v est croissante sur I ;
– si u et v sont décroissantes sur I, alors u + v est décroissante sur I.

Exemple 3.1
En reprenant la figure de l’exemple 2.1, sur l’intervalle
[0; 2], u et v sont croissantes, et f l’est aussi. Sur l’inter-
valle [3; 4], u et v sont décroissantes et f l’est aussi.

~i

~j

Cu

Cv

Cf

x

u(x)
v(x)

f(x)

3.1.2 Produit par un réel

Théorème 3.2
Soit k un réel non nul et f une fonction définie sur I. Alors :
– si k > 0, alors les fonctions f et k f ont les mêmes variations ;
– si k < 0, alors les fonctions f et k f ont des variations de sens contraire.

Exemple 3.2
Dans l’exemple 2.2, sur l’intervalle [0; 2], u est crois-
sante.
– la fonction f est le produit de u par −1,5 < 0 : elle est

décroissante sur [0; 2] ;
– la fonction g est le produit de u par 0,5 > 0 : elle est

croissante sur [0; 2].
~i

~j

Cu

Cf

Cg

2

u(2)

f(2)

g(2)
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26 Variations d’une fonction. Dérivation

3.1.3 Variations d’une fonction composée

Théorème 3.3
Soit u et g deux fonctions telles que g ◦ u soit définie sur I avec u et g monotones sur leur
ensemble de définition. On a :
– si u et g ont le même sens de variation, alors g ◦ u est croissante sur I ;
– si u et g ont des variations de sens contraires alors g ◦ u est décroissante sur I.

Démonstration :
si u et g sont croissantes.
soit a et b dans I avec a < b.
u est croissante donc
u(a) < u(b).
g est croissante donc
g(u(a)) < g(u(b)).
Donc g ◦ u est croissante.

si u et g sont décroissantes.
soit a et b dans I avec a < b.
u est décroissante donc
u(a) > u(b).
g est décroissante donc
g(u(a)) < g(u(b)).
Donc g ◦ u est croissante.

si u est croissante et g
décroissante.
soit a et b dans I avec a < b.
u est croissante donc
u(a) < u(b).
g est décroissante donc
g(u(a)) > g(u(b)).
Donc g ◦ u est décroissante.

3.2 Dérivation

3.2.1 Théorème fondamental

Définition 3.1
Soit f une fonction définie sur I et a ∈ I. On dit que f est dérivable en a si la limite lorsque x
tend vers a du quotient f (x)− f (a)

x−a est finie. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a qu’on
note f ′(a).

f ′(a) = lim
x→a

f (x) − f (a)
x − a

= lim
h→0

f (a + h) − f (a)
h

, lorsque cette limite existe.

Si f est dérivable pour tout a de I, on dit que f est dérivable sur I.
Graphiquement le nombre dérivé de f en a est le coefficient directeur de la tangente à la
courbe C f au point d’abscisse a.

~i

~j

f(x)

f(a)

a xO

M

A

Conséquence :
Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle I. Soit a ∈ I. La tangente
Ta à la courbe C f a pour équation :

Ta : y = f ′(a) (x − a) + f (a)
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Exemple 3.3
On donne la courbe représentative d’une fonction f sur laquelle on a tracé quelques tan-
gentes. Déterminer f (−2), f ′(−2), f (0), f ′(0), f (3) et f ′(3).

~i

~j

B

C

D

Cf

f (−2) est l’ordonnée de B donc f (−2) = 1 ;
f ′(−2) est le coefficient directeur de la tan-
gente en B (qui est parallèle à (Ox)) donc
f ′(−2) = 0.
De même, f (0) = −2 et f ′(0) = −1.
Et enfin, f (3) = 1 et f ′(3) = 1

2 .

Exemple 3.4
Soit f la fonction définie et dérivable sur R par f (x) = x2

− 3x + 1. Déterminons l’équation de
la tangente à C f au point A d’abscisse 2 :
On a : f ′(x) = 2x − 3, donc f ′(2) = 2 × 2 − 3 = 1. De plus, f (2) = 22

− 3 × 2 + 1 = −1. Donc la
tangente T2 à la courbe C f au point d’abscisse 2 a pour équation :

T2 : y = 1 × (x − 2) + (−1) c’est à dire : T2 : y = x − 3

Théorème 3.4 (admis)
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On a :
– si f ′(x) > 0 sur I, alors f est croissante sur I ;
– si f ′(x) < 0 sur I, alors f est décroissante sur I ;
– si f ′(x) = 0 sur I, alors f est constante sur I.

3.2.2 Quelques formules de dérivées

Dans la suite de ce formulaire, k est un réel quelconque fixé et n est un entier naturel non nul.

Fonction f Dérivée f ′ Ensemble de
dérivabilité de f

x 7→ k x 7→ 0 R
x 7→ x x 7→ 1 R
x 7→ x2 x 7→ 2x R
x 7→ xn x 7→ nxn−1 R

x 7→
√

x x 7→
1

2
√

x
R∗+

x 7→
1
x

x 7→ −
1
x2 R∗

De plus, on a les propriétés suivantes :
– si f est dérivable sur I, alors, k f est dérivable sur I, et (k f )′ = k f ′ ;
– si u et v sont dérivables sur I, alors u + v est dérivable sur I et (u + v)′ = u′ + v′ ;
– si u et v sont dérivables sur I, alors uv est dérivable sur I et (uv)′ = u′v + uv′ ;
– si u et v sont dérivables sur I, avec pour x ∈ I, v(x) , 0, alors u

v est dérivable sur I et
(u

v )′ = u′v−uv′
v2 .
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28 Variations d’une fonction. Dérivation

3.2.3 Extremum

Théorème 3.5
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, et c ∈ I.
Si la dérivée de f s’annule en c en changeant de signe, alors f admet un extremum en c.

x −∞ c +∞

f ′(x) + 0 −

f %
f (c)
&

f admet un maximum en c.

x −∞ c +∞

f ′(x) − 0 +

f
& f (c)%

f admet un minimum en c.

3.2.4 Un exemple : fonction de coût

Le coût total de production d’un bien en quantité q est la somme des coûts de fabrication. La
fonction de coût total de production est toujours croissante.
On note CT(q) le coût total de production pour une quantité q de biens produite. En notant
C f la courbe représentant la fonction de coût total, CT(q) est l’ordonnée du point de C f qui a
pour abscisse q.

Quelques points de vocabulaire économique :
– les coûts fixes sont les coûts lorsque la quantité produite est nulle : il s’agit de CT(0) ;
– le coût moyen est le quotient du coût total par la quantité produite : CM(q) =

CT(q)
q , q , 0 ;

– le coût marginal, qui est le coût de la dernière unité produite, est assimilé à la dérivée du
coût total : Cm(q) = CT′(q).

Lectures graphiques :
Sur la figure ci-après, on a tracé une courbe C f de coût total. M est un point de cette courbe.
L’abscisse de M est une quantité produite q ; son ordonnée est le coût total correspondant à
cette quantité produite.
La pente de la droite (OM), c’est à dire son coefficient directeur, est le coût moyen pour la
quantité q produite. On peut dresser facilement le tableau de variation de la fonction CM :
coût moyen de production. En partant de l’abscisse 0, la pente de la droite (OM) décroit
jusqu’à x = 6 (en effet la droite est de plus en plus � horizontale �), puis la pente de la droite
augmente (la droite est de plus en plus � verticale �).

q 0 6 8
CM(q)
& 1,5%

2

La pente de la droite T, tangente à la courbe en M, est le coût marginal.
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q en milliers

coût (ke)

1 6

1
2

10

15

q

CT (q) M

A

Cf

T

3.2.5 Dérivée d’une fonction composée

Théorème 3.6
Soit u et g deux fonctions telles que f = g ◦ u existe sur un intervalle I.
Si u est dérivable en x0 et si g est dérivable en y0 = u(x0), alors f est dérivable en x0 et on a :

f ′(x0) = g′(u(x0)) × u′(x0)

En généralisant à tout x0 de I, on obtient : si u et g sont dérivables sur leurs ensembles de
définition respectifs, alors f est dérivable sur I et on a :

(g ◦ u)′ = g′(u) × u′

Exemple 3.5
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = (2x+3)3. Cette fonction est la composée de g définie
par g(x) = x3 et de u définie par u(x) = 2x + 3 : f (x) = g(u(x)).
u et g sont dérivables sur R donc f est dérivable sur R. On a :

pour x ∈ R, g′(x) = 3x2 et u′(x) = 2

Et donc, f ′(x) = g′(u(x)) × u′(x) = 3(2x + 3)2
× 2 = 6(2x + 3)2

Application : des nouvelles formules de dérivées.
Si f est une fonction qui s’écrit sous la forme f = un où n ∈ N∗ alors f ′ = n×un−1

×u′. (u étant
une fonction dérivable)
Si f est une fonction qui s’écrit sous la forme f =

√
u alors f ′ = u′

2
√

u . (u étant une fonction
dérivable strictement positive)
Si f est une fonction qui s’écrit sous la forme f = 1

u alors f ′ = − u′
u2 . (u étant une fonction

dérivable qui ne s’annule pas)
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3.3 Complément : asymptotes

3.3.1 Asymptote horizontale

Définition 3.2
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle du type [A ; +∞[ (resp. ]−∞ ; A]), et
C f sa courbe représentative dans un repère.
On dit que la droite d d’équation y = b est asymptote à la courbe C f en +∞ (resp. −∞) si :

lim
x→+∞

f (x) = b
(
resp. lim

x→−∞
f (x) = b

)
Exemple 3.6
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x2

−3x+1
3x2+1 . On a :

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2x2

3x2 =
2
3

Donc la droite d’équation y = 2
3 est asymptote horizontale à C f en +∞. (Elle l’est aussi en−∞).

3.3.2 Asymptote verticale

Définition 3.3
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]a ; b], avec a valeur interdite, et C f sa
courbe représentative dans un repère orthogonal.
On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale à la courbe C f si :

lim
x→a+

f (x) = +∞ ou lim
x→a+

f (x) = −∞

Exemple 3.7
Soit f la fonction définie sur ]1 ; +∞[ par f (x) = 1

x−1 . On a :

lim
x→1+

f (x) = +∞

Donc la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale à C f

3.3.3 Asymptote oblique

Définition 3.4
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [A ; +∞[ (resp. ]−∞ ; A]), et C f sa courbe
représentative dans un repère.
On dit que la droite d d’équation y = ax + b est asymptote à la courbe C f en +∞ (resp. −∞)
si :

lim
x→+∞

(
f (x) − (ax + b)

)
= 0

(
resp. lim

x→−∞

(
f (x) − (ax + b)

)
= 0

)
Remarque 3.1 (Positions relatives)
Si f (x)− (ax + b) > 0 alors C f est au dessus de d et si f (x)− (ax + b) < 0 alors C f est en dessous
de d.
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Exemple 3.8
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x − 1 + 1

x+1 . On a :

lim
x→+∞

(
f (x) − (2x − 1)

)
= lim

x→+∞

(
2x − 1 +

1
x + 1

− (2x − 1)
)

= lim
x→+∞

1
x + 1

= 0

Donc la droite d d’équation y = 2x + 1 est asymptote oblique à la courbe C f en +∞.

Étudions la position relative de C f par rapport à d :
x −∞ −1 +∞

signe de f (x) − (2x + 1) - 0 +
position de C f % d C f en dessous de d — C f au dessus de d
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Chapitre 4

Probabilités conditionnelles

4.1 Distribution de fréquences. Loi de probabilité

4.1.1 Introduction. Premières définitions

Vocabulaire
L’objet d’une étude d’un phénomène aléatoire est appelé expérience aléatoire. Au cours d’une
expérience aléatoire, les résultats possibles sont appelés les éventualités (notées généralement ei).
L’ensemble des n éventualités est appelé l’univers de l’expérience aléatoire. On le note
généralement Ω (omega majuscule dans l’alphabet grec). Un événement est un ensemble
constitué d’éventualités. Un événement ne comportant qu’une seule éventualité est appelé
événement élémentaire.

Exemple 4.1
On lance un dé à six faces numérotées de 1 à 6 :
– les éventualités sont e1 = 1, e2 = 2, e3 = 3, e4 = 4, e5 = 5, e6 = 6 ;
– l’univers est donc Ω = {1; 2; 3; 4; 5; 6} ;
– si on note A l’événement � obtenir un chiffre pair �, alors A = {2; 4; 6} ;
– si on note B l’événement � obtenir un six �, alors B = {6} : c’est un événement élémentaire.

4.1.2 Distribution de fréquences

Lorsqu’on répète un grand nombre de fois la même expérience aléatoire en notant les résultats
obtenus, on peut compter le nombre de fois où chaque événement élémentaire se produit, et
ensuite calculer sa fréquence d’apparition. On obtient alors pour chaque éventualité ei une
fréquence fi = ni

N , où ni est le nombre d’apparitions de ei et N le nombre total d’expériences.
On dit alors que la distribution de fréquences associée à ces N expériences aléatoires est la suite
( f1; . . . ; fp).

Propriété 4.1
( f1; . . . ; fp) est une distribution de fréquences associée à N expériences aléatoires identiques ;
– on a : f1 + · · · + fp = 1.
– si A est un événement, alors la fréquence de A, f (A) est la somme des fréquences de toutes

les éventualités constituant A.

Exemple 4.2
On lance cent fois de suite une fléchette sur une cible ayant cinq zones : noire, rouge, jaune,
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bleue et verte. Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau ci-dessous :

zone touchée noire rouge jaune bleue verte
nombre de touches 5 15 20 35 25

fréquence 0,05 0,15 0,20 0,35 0,25

La distribution de fréquences associée à ces cent lancers de fléchettes est donc :

(0,05 ; 0,15 ; 0,20 ; 0,35 ; 0,25)

4.1.3 Loi de probabilité

Exemple 4.3
Dans une urne on a placé huit boules numérotées de 1 à 8. On en tire une au hasard. Si les
boules sont indiscernables au toucher, on a autant de chances d’en tirer une plutôt qu’une
autre. On dit que la probabilité d’obtenir chaque boule est égale à 1

8 . On écrit :

p(1) = p(2) = · · · = p(8) =
1
8

On dit qu’on a défini une loi de probabilité sur l’ensemble Ω = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8}.

Plus généralement, on a la définition suivante :

Définition 4.1
Soit Ω un univers lié à une expérience aléatoire ayant n éventualités e1, e2,. . ., en.
Si à chaque événement élémentaire {ei} on associe un nombre pi ∈ [0 ; 1] tel que :

p1 + p2 + · · · + pn = 1

Alors on définit une loi de probabilité sur l’univers Ω.
Chaque pi est appelé probabilité de l’événement {ei}.
La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des éventualités composant
A.

Conséquences
– Ω est l’événement certain : p(Ω) = 1.
– Ø est l’événement impossible : p(Ø) = 0.

Exemple 4.4
En reprenant l’énoncé de l’exemple 4.3, on note A l’événement �obtenir un chiffre strictement
supérieur à 5. On a alors A = {6 ; 7 ; 8}, et donc p(A) = 3

8 .

4.1.4 Loi des grands nombres

Pour une expérience aléatoire donnée ayant une loi de probabilité P, la distribution de
fréquences obtenue sur un nombre d’expériences est proche de la loi de probabilité lorsque
le nombre d’expériences est � très grand �.
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4.1.5 Équiprobabilité

Les n événements élémentaires d’un univers Ω lié à une expérience aléatoire sont dits
équiprobables si la probabilité de chacun d’eux est 1

n .
Dans ce cas la probabilité d’un événement A est :

p(A) =
nombre d’éléments de A
nombre d’éléments de Ω

=
Card(A)
Card(Ω)

Remarque 4.1
Dans un exercice, pour signifier qu’on est dans une situation d’équiprobabilité on a généralement
dans l’énoncé un expression du type :
– on lance un dé non pipé. . . :
– on tire dans un jeu de cartes non truqué. . . ;
– dans une urne, il y a des boules indiscernables au toucher. . . ;
– on rencontre au hasard une personne parmi. . . ;
– . . .

4.2 Quelques exemples de référence

Exemple 4.5 (le dé équilibré)
On lance un dé équilibré à six faces. On considère l’événement A : �obtenir un chiffre pair � et
l’événement B : � obtenir un diviseur de six �. Calculer la probabilité de chacun de ces deux
événements.
Le dé est équilibré donc on est dans une situation d’équiprobabilité. On a donc pour 1 ≤ i ≤ 6,
p(i) = 1

6 .
On a : A = {2 ; 4 ; 6} et B = {1 ; 2 ; 3 ; 6}. Donc p(A) = 3

6 = 1
2 , et p(B) = 4

6 = 2
3 .

Exemple 4.6 (les boules de couleurs)
Dans une urne on place dix boules de couleurs numérotées. Les boules sont indiscernables
au toucher et sont réparties comme suit :
– quatre boules rouges numérotées 1, 2, 3 et 4 ;
– trois boules blanches numérotées 1, 2 et 3 ;
– deux boules vertes numérotées 1 et 2 ;
– une boule jaune numérotée 1.
On tire au hasard une boule de l’urne. Calculer les probabilités des événements suivants :
– U : � obtenir une boule numérotée 1 �.
– B : � obtenir une boule blanche �.
– A : � obtenir un chiffre pair sur une boule rouge �.
– I : � obtenir un chiffre impair �.
Les boules sont indiscernables au toucher et le tirage se fait au hasard, on est donc dans une
situation d’équiprobabilité : chaque boule a une probabilité p = 1

10 d’être tirée. En notant
chaque éventualité par l’initiale de la couleur suivie du chiffre de la boule, on a :
– U = {R1 ; B1 ; V1 ; J1}, donc p(U) = 4

10 = 0,4 ;
– B = {B1 ; B2 ; B3}, donc p(B) = 3

10 = 0,3 ;
– A = {R2 ; R4}, donc p(A) = 2

10 = 0,2 ;
– I = {R1 ; R3 ; B1 ; B3 ; V1 ; J1}, donc p(I) = 6

10 = 0,6 ;
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Exemple 4.7 (le jeu de cartes)
On choisit une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes non truqué. On appelle � figure � les
rois, dames et valets. Calculer les probabilités des événements suivants :
– A : � obtenir une figure � ;
– B : � obtenir un pique � ;
– C : � obtenir un as �.
Le jeu de cartes n’est pas truqué et le choix se fait au hasard, on est donc dans une situation
d’équiprobabilité : chaque carte a une probabilité p = 1

52 d’être choisie :
– dans le jeu il y a 4 × 3 = 12 figures. Donc p(A) = 12

52 = 3
13 ;

– dans le jeu il y a 13 piques. Donc p(B) = 13
52 = 1

4 ;
– dans le jeu, il y a 4 as. Donc p(C) = 4

52 = 1
13 .

Exemple 4.8 (non-équiprobabilité)
Un dé est pipé de sorte que les faces 1, 2, 3, 4 et 5 aient les probabilités suivantes d’apparaı̂tre :

p(1) = p(2) = p(3) = 0,1 ; p(4) = p(5) = 0,2

1. Calculer p(6).

2. Calculer p(A) et p(B) où A et B sont les événements définis dans l’exemple 4.5.

1. La somme de toutes les probabilités doit être égale à 1, donc :

p(6) = 1 − (p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5)) = 0, 3

2. p(A) = p(2) + p(4) + p(6) = 0,6 et p(B) = p(1) + p(2) + p(3) + p(6) = 0,6.

Exemple 4.9 (rencontre)
Dans une classe, 20 % des élèves ont 16 ans, 35 % ont 17 ans, 30 % ont 18 ans et 15 % ont
19 ans. On rencontre au hasard un élève de cette classe. Calculer la probabilité qu’il ait � au
moins 17 ans �, puis qu’il ait � strictement plus de 17 ans � :
– on note A l’événement l’élève a au moins 17 ans : p(A) = 35% + 30% + 15% = 80% ;
– on note B l’événement l’élève a strictement plus de 17 ans : p(B) = 30% + 15% = 45%.

4.3 Intersection. Réunion

4.3.1 Événement. Événement contraire

Définition 4.2
Soit A un événement d’un univers Ω lié à une expérience aléatoire. On appelle événement
contraire de A et on note A l’événement constitué de toutes les éventualités de Ω n’étant pas
dans A.

Exemple 4.10
Dans le cas d’un jet de dé à six faces, les événements contraires des événements définis dans
l’exemple 4.5 sont : A : � obtenir un chiffre impair � et B : � obtenir un 4 ou un 5 �.

Propriété 4.2
Soit A un événement d’un univers Ω de probabilité p(A). Alors l’événement A a pour proba-
bilité 1 − p(A).
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4.3.2 Intersection. Réunion

Définition 4.3
Soit Ω un univers lié à une expérience aléatoire et P une loi de probabilité sur Ω. Soit A et B
deux événements de Ω ;
– l’événement constitué des éventualités appartenant à A et à B est noté A ∩ B. (on lit � A

inter B � ou � A et B �) ;
– l’événement constitué des éventualités appartenant à A ou à B ou aux deux est noté A∪ B.

(on lit � A union B � ou � A ou B �).

Exemple 4.11
On considère un jeu de 32 cartes. On note A l’événement � obtenir une figure �, et B
l’événement � obtenir un trèfle �.

1. Expliciter A ∩ B et A ∪ B.
2. Calculer p(A), p(B), p(A ∩ B) et p(A ∪ B).
3. Calculer p(A) + p(B) puis p(A ∪ B) + p(A ∩ B).

1. A ∩ B : � obtenir une figure trèfle �
A ∪ B : � obtenir une figure ou un trèfle ou une figure trèfle �.

2. p(A) = 12
32 = 3

8 . p(B) = 8
32 = 1

4 .
p(A ∩ B) = 3

32 . p(A ∪ B) = 17
32 .

3. p(A) + p(B) = 3
8 + 1

4 = 5
8 .

p(A ∩ B) + p(A ∪ B) = 3
32 + 17

32 = 20
32 = 5

8 .

Propriété 4.3
Soit Ω un univers lié à une expérience aléatoire, et P une loi de probabilité sur Ω. Soit A et B
deux événements de Ω. Alors on a :

p(A ∪ B) = p(A) + p(B) − p(A ∩ B)

A

B

A ∪B

Interprétation :
En comptant le nombre d’éventualités de A et en ajoutant le nombre d’éventualités de B,
on compte deux fois les éventualités de A ∩ B. D’où le � −p(A ∩ B) � dans la formule de la
propriété 4.3.

4.4 Probabilités conditionnelles

4.4.1 Exemple

Exemple 4.12
On a regroupé dans le tableau suivant les pourcentages de filles et de garçons suivant la
spécialité choisie parmi tous les élèves de terminale ES d’un lycée :
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Maths SES LV
Filles 12% 13% 27%

Garçons 16% 12% 20%

1. On choisit au hasard un élève de terminale ES.
On note F l’événement � c’est une fille �, et M l’événement � l’élève a choisi la spécialité
maths �. On a alors :
p(F) = 52%, p(M) = 28% et p(F ∩M) = 12%.

2. On rencontre au hasard un élève de terminale ES et c’est une fille. Quelle est la proba-
bilité qu’elle soit en spécialité maths ?
Cette probabilité est p = 12

52 (il ya 12 spé maths parmi les 52 filles).
On a donc : p = 12

52 = 0,12
0,52 = 12%

52% .

On dit que p est une probabilité conditionnelle. On note pF(M) =
p(F∩M)

p(F) . On lit : probabilité
de M sachant F.

4.4.2 Généralisation

Définition 4.4
Soit A et B deux événements d’un univers Ω.
Si p(B) , 0, on appelle � probabilité de A sachant B � ou � probabilité de A si B � et on note
pB(A) le nombre :

pB(A) =
p(A ∩ B)

p(B)

Remarque 4.2
– On a 0 ≤ p(A ∩ B) ≤ p(B) donc pB(A) est bien un réel compris de l’intervalle [0 ; 1].
– Si p(B) et p(A) sont non nuls, on a alors :

p(A ∩ B) = pB(A) × p(B) = pA(B) × p(A)

4.4.3 Arbres pondérés

Exemple 4.13
On peut représenter la situation de l’exemple 4.12 par un arbre pondéré :

Ω

G

LV

20
48

SES
12
48

M16
480, 48

F

LV

27
52

SES
13
52

M12
52

0, 5
2
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Règles de l’arbre pondéré :

Ω

B

Ap
B (A)

ApB(A
)

p(B)

B

ApB(A)

ApB(A)

p(B)

– la somme des probabilités des branches issues d’un même noeud vaut 1 :

pB(A) + pB(A) = 1;

– la probabilité d’un chemin est le produit des probabilités des différentes branches qui
constituent ce chemin :

pB(A) × p(B) = p(A ∩ B)

4.5 Indépendance. Formule des probabilités totales

4.5.1 Indépendance

Intuitivement, deux événements sont indépendants si la réalisation de l’un d’entre eux
n’influence pas les chances que l’autre se réalise. Mathématiquement, on traduit cela par la
définition suivante :

Définition 4.5
On considère A et B deux événements d’une expérience aléatoire d’univers Ω. Les événements
A et B sont dits indépendants si :

p(A ∩ B) = p(A) × p(B)

Remarque 4.3
On considère A et B deux événements d’une expérience aléatoire d’univers Ω tels que A, A,
B et B soient de probabilité non nulle. On alors :
– si A et B sont indépendants, alors :

pB(A) =
p(A ∩ B)

p(B)
=

p(A) × p(B)
p(B)

= p(A)

et de même, on a pA(B) = p(B) ;
– si A et B sont indépendants, alors pB(A) = p(A) et pA(B) = p(B).
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En effet : on a A ∩ B = A \ (A ∩ B) (faire un diagramme). Donc :

pB(A) =
p(A ∩ B)

p(B)
=

p(A) − p(A ∩ B)
1 − p(B)

=
p(A) − p(A) × p(B)

1 − p(B)
=

p(A)(1 − p(B))
1 − p(B)

= p(A)

Exemple 4.14
On choisit au hasard une carte dans un jeu de trente-deux cartes.
On note T l’événement � c’est un trèfle �, D l’événement � c’est une dame � et F l’événement
� c’est une figure �.
p(T ∩D) = 1

32 (il y a une dame de trèfle dans le jeu).
p(T) = 8

32 = 1
4 (il y a huit trèfles dans le jeu).

p(D) = 4
32 = 1

8 (il y a quatre dames dans le jeu).
On a donc p(T)×p(D) = 1

4 ×
1
8 = 1

32 = p(T∩D). Donc les événements D et T sont indépendants.
On a p(F) = 12

32 = 3
8 et p(F ∩D) = 4

32 = 1
8 .

Donc p(F) × p(D) = 3
8 ×

1
8 = 3

64 , p(F ∩D) : les événements D et F ne sont pas indépendants.
Intuitivement on comprend aisément que si on tire une carte dans le jeu, la chance d’obtenir
une dame sachant qu’on a trèfle est la même que celle d’obtenir une dame sans rien savoir
sur la carte tirée ; par contre si on sait qu’on a une figure, la probabilité d’avoir une dame
augmente. . .

4.5.2 Formule des probabilités totales

Définition 4.6
Des événements forment une partition de l’univers Ω si les deux conditions suivantes sont
réalisées :
– ils sont deux à deux disjoints ;
– leur réunion forme Ω.
Cela signifie que chaque éventualité de Ω appartient à un et un seul de ces événements.

Exemple 4.15
Dans un jeu de cartes, on tire une carte au hasard. On note P, T, Ca et Co les événements
� obtenir un pique, un trèfle, un carreau et un coeur �.
Les événements P, T, Ca et Co forment une partition de l’univers.

Propriété 4.4 (Formule des probabilités totales)
On considère une expérience aléatoire d’univers Ω. Si B1, B2, . . ., Bn forment une partition de
Ω, alors pour tout événement A de Ω, on a :

p(A) = p(A ∩ B1) + p(A ∩ B2) + · · · + p(A ∩ Bn)

Avec l’arbre vu dans les règles de l’arbre pondéré (page 36), l’événement A est la réunion de
deux chemins : p(A) est la somme des probabilités de ces chemins :

p(A) = p(A ∩ B) + p(A ∩ B)

Exemple 4.16
On reprend les données de l’exemple 4.12. On a alors :

p(M) = p(F ∩M) + p(G ∩M) = 0,52 ×
12
52

+ 0,48 ×
16
48

= 0,12 + 0,16 = 0,28
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4.6 Expériences indépendantes

Des expériences aléatoires successives sont indépendantes si le résultat de l’une d’elles
n’influe pas sur le résultat des autres.

Propriété 4.5
Dans le cas d’une succession d’expériences aléatoires indépendantes, la probabilité d’obtenir
une liste de résultats est le produit des probabilités de chaque résultat élémentaire de cette
liste.

Exemple 4.17
On lance trois fois de suite un dé équilibré à six faces. On obtient ainsi un nombre à trois
chiffres : le premir lancer nous donne le chiffre des centaines, le deuxième lancer le chiffre
des dizaine et le troisième lancer le chiffre des unités.
Chacun des lancers de dé est indépendant, donc la probablité d’obtenir le nombre 421 est :
p(421) = 1

6 ×
1
6 ×

1
6 = 1

216 .
Attention : ce n’est pas la probabilité d’obtenir � 421 � en jetant trois dés simultanément car
dans ce cas, l’ordre n’a pas d’importance (� 421 �, � 214 �, � 412 �, . . . ne forment qu’une seule
et même combinaison).

Exemple 4.18
On lance une pièce de monnaie équilibrée et on note F l’événement � on obtient face �.
Ensuite, on tire une boule dans une urne contenant trois boules rouges et quatre boules
blanches. On note R l’évenement � obtenir une rouge �.
Ces deux expériences sont indépendantes. On les réalise successivement. La probabilité
d’obtenir l’événement (F,R) est donc : p(F,R) = 1

2 ×
3
7 = 3

14 .

4.7 Un problème � type bac �

Extrait du sujet du bac ES - La Réunion - septembre 2006. 5 points.
On s’intéresse à une population de 135 000 personnes abonnées à un fournisseur d’accès
à Internet. Il existe deux fournisseurs A et B. Toute personne est abonnée à un seul de ces
fournisseurs. On sait qu’un tiers des personnes de cette population est abonné au fournisseur
A. Par ailleurs, 60 % des personnes abonnées au fournisseur A accèdent à Internet par le haut
débit, et 51 % des personnes abonnées au fournisseur B accèdent à Internet par le haut débit.
On choisit une personne au hasard dans cette population, et on admet que la probabilité
d’un événement est assimilée à la fréquence correspondante.
On note :
A, l’événement : � la personne choisie est abonnée au fournisseur A �

B, l’événement : � la personne choisie est abonnée au fournisseur B �

H, l’événement : � la personne choisie accède à Internet par le haut débit �

1. Décrire cette situation aléatoire par un arbre pondéré.

2. Montrer que la probabilité de l’événement � la personne est abonnée au fournisseur A
et accède à Internet par le haut débit � est égale à 0,20.

3. Montrer que la probabilité de l’événement H : � la personne accède à Internet par le
haut débit � est égale à 0,54.
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4. Calculer pH(A), probabilité de A sachant H, puis en donner la valeur décimale arrondie
au centième.

5. On choisit au hasard trois personnes dans cette population. On admet que le nombre
de personnes est suffisamment grand pour assimiler le choix des trois personnes à
des tirages successifs indépendants avec remise. Calculer la probabilité de l’événement
� exactement deux des personnes choisies accédent à Internet par le haut débit �. On
en donnera la valeur décimale arrondie au centième.
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Chapitre 5

Primitives

5.1 Primitives d’une fonction

5.1.1 Notion de primitive

Définition 5.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que la fonction F est une primitive de
f sur I si F est dérivable sur I et si pour tout x ∈ I, on a F′(x) = f (x).

Exemple 5.1
Soit F : x 7→ x2, pour x ∈ R et f : x 7→ 2x pour x ∈ R.
f et F sont définies sur R et F est dérivable sur R. Pour tout x ∈ R, on a F′(x) = 2x = f (x),
donc F est une primitive de f sur R.

Exemple 5.2
Déterminer une primitive de f sur I dans les cas suivants :

1. f (x) = 3x2 + 3 pour I = R.

2. f (x) = 1
2
√

x pour I = R∗+.

3. f (x) = 0 pour x ∈ R.

Théorème 5.1 (admis)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Remarque 5.1 (notation)
Lorsqu’une fonction est désignée par une lettre minuscule, on note généralement une de ses
primitives par la même lettre majuscule.

5.1.2 Ensemble des primitives d’une fonction

Exemple 5.3
Soit F1 : x 7→ 2x2 + 3x + 4 et F2 : x 7→ 2x2 + 3x. Les fonctions F1 et F2 sont définies et dérivables
sur R et on a : F′1(x) = 4x + 3 et F′2(x) = 4x + 3.
Ainsi la fonction f définie par f (x) = 4x + 3 admet (au moins) deux primitives sur R.

Propriété 5.1
f est une fonction définie sur un intervalle I. Si f admet une primitive F sur I, alors elle
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en admet une infinité. Ces primitives s’écrivent toutes sous la forme Fk : x 7→ F(x) + k. Les
fonctions Fk forment l’ensemble des primitives de f .

Démonstration :
– Soit k ∈ R et G définie sur I par G : x 7→ F(x) + k. Montrons que G est une primitive de f :

G est la somme de deux fonctions dérivables sur I : F et la fonction constante égale à k. Elle
est donc dérivable sur I et on a : G′(x) = F′(x) = f (x) pour x ∈ I. Donc G est une primitive
de f .

– Réciproquement, soit G une primitive de f . Montrons qu’il existe k ∈ R tel que pour tout
x ∈ I, on ait G(x) = F(x) + k.
Soit H la fonction définie sur I par H(x) = G(x)− F(x). H est la différence de deux fonctions
dérivables sur I elle est donc dérivable sur I et on a : H′(x) = G′(x)− F′(x) = f (x)− f (x) = 0.
H est une fonction de dérivée nulle sur I, elle est donc constante sur I. Ainsi, il existe k ∈ R
tel que H(x) = k pour tout x ∈ I. Donc pour tout x ∈ I, G(x) − F(x) = k, c’est à dire que
G(x) = F(x) + k. Ainsi toute primitive de G s’écrit sous cette forme.

Remarque 5.2 (autre formulation)
La propriété 5.1, peut aussi s’énoncer comme suit : deux primitives d’une fonction diffèrent
d’une constante.

Exemple 5.4
Déterminer toutes les primitives sur R∗+ de f : x 7→ 2x + 3 + 1

2
√

x .

Les primitives de f sont les fonctions Fk définies par Fk(x) = x2 + 3x +
√

x + k, pour k ∈ R et
x > 0.

5.1.3 Primitive avec condition initiale

Propriété 5.2
Soit f une fonction définie sur I admettant des primitives sur I. Soit x0 ∈ I et y0 ∈ R.
Il existe une unique primitive F sur I de la fonction f telle que F(x0) = y0. On dit que F est la
primitive de f sur I qui satisfait à la condition initiale F(x0) = y0.

Démonstration :
Soit G une primitive de f sur I. Toutes les primitives de f sur I s’écrivent : Fk(x) = G(x) + k
où k ∈ R et pour tout x ∈ I.
On a : Fk(x0) = G(x0) + k. Donc Fk(x0) = y0 équivaut à G(x0) + k = y0 ou encore à k = y0 − G(x0).
Il existe donc une unique valeur de k telle que Fk(x0) = y0. Cette valeur correspond à une
unique primitive de f sur I.

Exemple 5.5
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 4x − 1.

1. Déterminer toutes les primitives de f sur R.

2. Déterminer la primitive de f sur R qui s’annule pour x = 1.

1. Les primitives de f sur R sont les fonctions Fk, k ∈ R définies par Fk(x) = 2x2
− x + k.

2. La primitive de f qui s’annule pour x = 1 est la fonction Fk qui vérifie Fk(1) = 0. On
a donc à résoudre : 2 × 12

− 1 + k = 0, qui admet pour solution k = −1. La fonction
cherchée est donc F−1 définie pour x ∈ R par F−1(x) = 2x2

− x − 1.
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5.2 Recherche de primitives

5.2.1 Primitives de f + g et de λ f pour λ réel

Propriété 5.3
Soit λ ∈ R. Si f et g sont deux fonctions définies sur I admettant respectivement F et G pour
primitives sur I, alors
– la fonction f + g admet des primitives sur I et l’une d’elles est la fonction F + G.
– la fonction λ f admet des primitives sur I et l’une d’elles est la fonction λF.

Démonstration :
On note H la fonction définie sur I par H(x) = F(x)+G(x). H est dérivable sur I comme somme
de fonctions dérivables sur I et on a : H′(x) = F′(x) + G′(x) = f (x) + g(x). Ainsi f + g admet la
fonction F + G comme primitive, elle en admet donc une infinité.

5.2.2 Primitives de fonctions usuelles

En écrivant le tableau des dérivées � à l’envers �, on obtient le tableau suivant où k et λ sont
des réels quelconques, n ∈ N∗ :

la fonction f définie
par. . . admet sur I

les primitives Fk

définies par. . .

f (x) = λ I = R Fk(x) = λx + k

f (x) = xn I = R Fk(x) =
1

n + 1
xn+1 + k

f (x) =
1
xn et n , 1 I = R∗+ ou I = R∗

−
Fk(x) = −

1
n − 1

×
1

xn−1 + k

f (x) =
1
√

x
I = R∗+ Fk(x) = 2

√
x + k

5.2.3 Autres formules

Soit I un intervalle de R. Soit n ∈ N∗ et u une fonction dérivable sur I. Alors :
– la fonction u × u′ admet 1

2u2 pour primitive sur I ;
– la fonction un

× u′ admet 1
n+1un+1 pour primitive sur I ;

– la fonction u′
un admet − 1

(n−1)un−1 pour primitive (où n ≥ 2 et I un intervalle sur lequel u ne
s’annule pas) ;

– la fonction u′
√

u admet 2
√

u pour primitive sur I (où I est un intervalle sur lequel u est
strictement positive).

Exemple 5.6
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = (3x2 + x + 1)2(6x + 1). f s’écrit sous la forme u2

× u′

avec u la fonction définie par u(x) = 3x2 + x + 1. Donc une primitive de f s’écrit 1
3u3 ; c’est à

dire que les primitives de f sont les fonctions Fk où k ∈ R définies par :

Fk(x) =
1
3

(3x2 + x + 1)3 + k
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Exemple 5.7
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2x+1

√

x2+x+1
. La fonction g s’écrit g = u′

√
u où u est définie

par u(x) = x2 + x + 1. (En étudiant u, on remarquera que pour tout x ∈ R, u(x) > 0). Ainsi les
primitives de g sont les fonctions Gk où k ∈ R définies par :

Gk(x) = 2
√

x2 + x + 1 + k

5.3 Notion d’intégrale

5.3.1 Définition

Propriété 5.4
Soit f une fonction définie sur I admettant des primitives sur I. Soit F et G deux primitives
de f sur I. Soit a et b deux réels de I. Alors : F(b) − F(a) = G(b) − G(a).

Démonstration :
F et G sont deux primitives de f donc elles diffèrent d’une constante : il existe k ∈ R tel que
pour tout x ∈ I, G(x) = F(x) + k. On a donc :

G(b) − G(a) = (F(b) + k) − (F(a) + k) = F(b) + k − F(a) − k = F(b) − F(a)

Définition 5.2
Soit f une fonction définie sur I un intervalle de R et admettant la fonction F comme primitive
sur I. Si a et b sont deux réels de I, on appelle intégrale de a à b de f (x)dx le réel F(b) − F(a).

On note :
∫ b

a
f (x)dx = [F(x)]b

a = F(b) − F(a)

Remarque 5.3
Dans l’écriture ci-dessus, la lettre � x � désigne une variable �muette � : on peut la remplacer
par n’importe quelle autre lettre non utilisée :∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (u)du = . . .

Exemple 5.8

Calculer
∫ 3

2
(2x + 3)dx :

∫ 3

2
(2x + 3)dx =

[
x2 + 3x

]3

2
= (32 + 3 × 3) − (22 + 3 × 2) = 18 − 10 = 8

5.3.2 Propriétés

Propriété 5.5
Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I et soit a et b deux réels de I.
Alors on a : ∫ a

a
f (x)dx = 0 et

∫ a

b
f (x)dx = −

∫ b

a
f (x)dx
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Démonstration :
Soit F une primitive de f sur I. on a :∫ a

a
f (x)dx = [F(x)]a

a = F(a) − F(a) = 0

∫ a

b
f (x)dx = [F(x)]a

b = F(a) − F(b) = −(F(b) − F(a)) = − [F(x)]b
a = −

∫ b

a
f (x)dx

5.3.3 Écriture de primitives

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I. Soit a un réel de I fixé et x
une variable de I : c’est à dire un réel pouvant prendre n’importe quelle valeur de I.

Pour un x fixé,
∫ x

a
f (t)dt est un réel. Si à chaque x de I on associe ce réel, on obtient une

fonction définie sur I par :

G : x 7−→
∫ x

a
f (t)dt

Propriété 5.6
La fonction définie ci-dessus est la primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration :
Soit F une primitive de f sur I. On a pour x ∈ I :

G(x) =

∫ x

a
f (t)dt = F(x) − F(a)

Or −F(a) est une constante donc G(x) = F(x)+ k pour tout x de I. Donc d’après la propriété 5.1
la fonction G est une primitive de f .
De plus G(a) = F(a) − F(a) = 0. Donc G est bien la primitive de f qui s’annule pour x = a.

Exemple 5.9
Soit f la fonction définie sur R∗+ par f (t) = 1

t .
La fonction f est continue sur R∗+ donc elle admet des primitives. On n’en connait pas encore 1

mais on peut les écrire à l’aide d’une intégrale : si a > 0,

Fa : x 7→
∫ x

a

dt
t

est la primitive de f qui s’annule en a.

1. Patience ! Ce sera dans le chapitre 6
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Chapitre 6

Logarithme népérien

6.1 La fonction logarithme népérien

6.1.1 La fonction ln

On note f la fonction inverse ( f : x 7→ 1
x ). Cette fonction est définie et continue sur ]0 ; +∞[

et elle admet des primitives sur cet intervalle.

Définition 6.1
La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction f : x 7→ 1

x sur ]0 ; +∞[ qui
s’annule pour x = 1. On la note ln.
Le logarithme népérien d’un nombre x > 0 est noté ln(x) ou ln x.

Remarque 6.1
Sur la calculatrice la touche permettant de calculer le logarithme népérien d’un réel x stric-
tement positif est la touche LN, à ne pas confondre avec la touche log.

6.1.2 Premières conséquences

Propriété 6.1
D’après la définition, on a :
– le logarithme népérien de 1 vaut 0 : ln(1) = 0,
– la fonction logarithme népérien est dérivable sur R∗+ et :

pour x > 0, ln′(x) =
1
x

– la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R∗+ : en effet, pour x > 0,
ln′(x) = 1

x > 0.
On peut regrouper ces résultats dans le tableau de variation suivant :

x 0 1 +∞

ln′ x +

ln
%

0%
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6.1.3 Étude du signe de ln(x)

D’après l’étude des variations de la fonction ln, on a la propriété suivante :

Propriété 6.2
Pour tous réels a et b de R∗+, on a :

ln(a) > ln(b) si et seulement si a > b ;

ln(a) = ln(b) si et seulement si a = b.

En utilisant le fait que ln 1 = 0 on obtient alors la propriété qui suit :

Propriété 6.3
Pour tout réel x > 0, on a :

ln(x) = 0 si et seulement si x = 1 ;

ln(x) > 0 si et seulement si x > 1 ;

ln(x) < 0 si et seulement si x < 1.

6.1.4 Fonction composée

Exemple 6.1
Soit f la fonction définie par f (x) = ln(2x + 4). Déterminer l’ensemble de définition et de
dérivabilité de f et calculer sa dérivée. Étudier ensuite le signe de f (x) suivant les valeurs de
x.
f (x) existe pour 2x + 4 > 0 c’est à dire pour x > −2. Donc D f =] − 2 ; +∞[. La fonction
logarithme est dérivable sur son ensemble de définition donc f est dérivable sur ] − 2 ; +∞[.
Pour x > −2, on a : f ′(x) = ln′(u(x))×u′(x) où u : x 7→ 2x+4 (dérivée d’une fonction composée).
On obtient donc : pour x > −2, f ′(x) = 1

2x+4 × 2 = 2
2x+4 = 1

x+2 .
f (x) > 0 si et seulement si 2x + 4 > 1, c’est à dire pour x > − 3

2 .

Exemple 6.2 (Équation)
Résoudre l’équation suivante : ln(2x2

− 12) = ln(5x).
Pour que cette équation ait un sens, il faut nécessairement que 2x2

− 12 > 0 et que 5x > 0. On
dresse un tableau de signes :

x −∞ −
√

6 0
√

6 +∞
2x2
− 12 + 0 − − 0 +

5x − − 0 + +

On résout donc l’équation pour x ∈ ]
√

6 ; +∞[.
Pour x >

√
6, ln(2x2

− 12) = ln(5x) si et seulement si 2x2
− 12 = 5x (prop 6.2).

On résout donc l’équation 2x2
−5x−12 = 0 qui a deux solutions : α = − 3

2 et β = 4. La solution
α ne convient pas car −3

2 ≤
√

6 par contre la solution β convient.
La solution à l’équation de départ est donc S = {4}.

Exemple 6.3 (inéquation)
Résoudre l’inéquation ln(2x + 3) ≥ 0.
Pour que cette inéquation ait un sens, il faut que 2x + 3 > 0 soit x > −3

2 .
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Ensuite, on utilise la propriété 6.3, ainsi pour x > −3
2 , on a ln(2x + 3) ≥ 0 si et seulement si

2x + 3 ≥ 1 ; c’est à dire x ≥ −1.
La solution est donc : S = [−1 ; +∞[

6.2 Propriétés algébriques

6.2.1 logarithme d’un produit

Propriété 6.4
Si a et b sont deux réels strictement positifs, alors on a :

ln(ab) = ln(a) + ln(b)

démonstration :
Soit f la fonction définie sur R∗+ par f (x) = ln(ax) − ln(x) (où a > 0).
f est dérivable sur R∗+ comme composée de fonctions et pour x > 0, on a :

f ′(x) =
1
ax
× a −

1
x

= 0. Donc f est constante.

Donc pour tout x > 0, f (x) = f (1) = ln(a) − ln(1) = ln(a).
En prenant x = b, on obtient : f (b) = ln(a) donc ln(ab) − ln(b) = ln(a). D’où la propriété.

Remarque 6.2
Attention, a et b doivent tous les deux être strictement positifs pour pouvoir appliquer cette
propriété :
si a = −3 et b = −2, alors ln(ab) existe car ab = (−3) × (−2) = 6 > 0 mais ln(a) + ln(b) n’existe
pas car a et b sont négatifs.

6.2.2 logarithme d’un inverse, d’un quotient

Propriété 6.5
Pour tout a > 0, ln(1

a ) = − ln(a).

Démonstration :
Pour tout a > 0 on a :

ln(a) + ln(1
a ) = ln(a × 1

a ) d’après la prop. 6.4
= ln( a

a )
= ln(1)
= 0

Donc ln
(

1
a

)
= 0 − ln(a) = − ln(a).

Propriété 6.6
Si a et b sont deux réels strictement positifs, alors :

ln
(a
b

)
= ln(a) − ln(b)
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Démonstration :
Pour tout a > 0 et tout b > 0, on a :

ln( a
b ) = ln(a × 1

b )
= ln(a) + ln( 1

b ) d’après la prop. 6.4
= ln(a) + (− ln(b)) d’après la prop. 6.5
= ln(a) − ln(b)

6.2.3 logarithme d’une puissance, d’une racine

Propriété 6.7
Si a est un réel strictement positif et n un entier relatif, alors :

ln (an) = n ln(a)

Démonstration :
– Si n = 0, alors ln(a0) = ln(1) = 0 = 0 × ln(a).
– Si n > 0, alors ln (an) = ln(a × · · · × a︸     ︷︷     ︸

n facteurs

) = ln(a) + · · · + ln(a)︸               ︷︷               ︸
n termes

= n ln(a).

– Si n < 0, on pose m = −n > 0. On a alors ln(an) = ln( 1
am ) = − ln(am) = −m ln(a) = n ln(a).

Propriété 6.8
Si a est un réel strictement positif, alors ln

(√
a
)

= 1
2 ln(a).

Démonstration :
a > 0 donc a =

(√
a
)2

. Donc ln(a) = ln
((√

a
)2
)

= 2 ln
(√

a
)
.

Donc ln
(√

a
)

= 1
2 ln(a).

6.3 Étude de la fonction ln

6.3.1 Étude des limites en +∞ et en 0

On a les résultats suivants :

lim
x→+∞

ln(x) = +∞ et lim
x→0

ln(x) = −∞

Démonstration :
Il s’agit de montrer que pour tout M > 0, aussi grand soit-il, il existe une valeur α > 0 telle
que pour tous les x > α, ln(x) > M.
Pour tout M > 0 il existe un entier n tel que n > M

ln(10) (Il suffit de calculer M
ln(10) et de prendre

la valeur arrondie à l’unité par excès).
En prenant α = 10n, on a :

Pour tout x > α, on a ln(x) > ln(10n) car ln est croissante
donc ln(x) > n ln(10) Prop. 6.7
donc ln(x) > M

ln(10) × ln(10) car n > M
ln(10)

donc ln(x) > M
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Pour la limite en 0, on pose X = 1
x . On a alors :

lim
x→0+

ln(x) = lim
X→+∞

ln
( 1
X

)
= lim

X→+∞
(− ln(X)) = −∞

Conséquence graphique :
L’axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe représentative de la fonction ln.

6.3.2 Courbe représentative

On peut compléter le tableau de variation de la fonction ln :

x 0 1 +∞

ln′(x) +

ln(x)
−∞%

0%
+∞

Étude de la tangente à Cln en 1 :
On a f (1) = 0 et f ′(1) = 1

1 = 1. Donc l’équation de la tangente est :

T1 : y = x − 1

D’après ses variations la fonction ln est continue et strictement croissante sur R∗+ et de plus,
ln (R∗+) = R (d’après les limites en 0 et +∞). Or 1 ∈ R donc d’après le théorème de la valeur
intermédiaire (Théorème 2.7 page 21), l’équation ln(x) = 1 admet une unique solution sur
R∗+ : c’est l’abscisse du point de Cln qui a pour ordonnée 1. Ce nombre est noté e et il vaut
environ 2,718.

~i

~j

y = ln(x)

e

6.3.3 Quelques limites à connaitre

Propriété 6.9

lim
x→+∞

ln x
x

= 0; lim
x→0

x ln x = 0; lim
x→1

ln x
x − 1

= 1
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Démonstration :
On pose g : x 7−→ ln(x) −

√
x. La fonction g est définie et dérivable sur R∗+.

Pour x > 0, on a g′(x) = 1
x −

1
2
√

x =
2−
√

x
2x . Dressons le tableau de variation de la fonction g :

x 0 4 +∞

g′(x) + 0 −

g
%

ln 4 − 2
&

On a g(4) = ln(4) −
√

4 ≈ −0,61 (calculatrice), donc d’après le tabelau pour tout x > 0, on a
ln x −

√
x < 0 ; donc ln x <

√
x. En divisant les deux membres de cette inéquation par x > 0,

on obtient : ln x
x <

√
x

x = 1
√

x .

Or pour x > 1 (cas qui nous intéresse puisqu’on cherche une limite en +∞), ln(x)
x > 0. On a

donc pour x > 1 :

0 <
ln(x)

x
<

1
√

x
et lim

x→+∞

1
√

x
= 0

Donc d’après le théorème d’encadrement (théorème 2.4 page 18), on obtient :

lim
x→+∞

ln x
x

= 0

6.3.4 Équation ln x = m

On a vu que la fonction ln est strictement croissante et continue sur R∗+. De plus, lim
x→0

ln x = −∞

et lim
x→+∞

ln x = +∞. Donc d’après le théorème de la valeur intermédiaire (Théorème 2.7
page 21), pour tout m ∈ R, il existe une unique valeur x0 ∈ R∗+ telle que f (x0) = m.
Ainsi, pour tout m ∈ R, l’équation ln(x) = m admet une unique solution dans R∗+. Nous
verrons dans le chapitre 7 quelle sera cette solution.

6.4 Étude d’une fonction composée

6.4.1 Dérivée

Théorème 6.1
Soit u une fonction définie dérivable et strictement positive sur un intervalle I. Alors la
fonction ln(u) est dérivable sur I et on a :

Pour tout x ∈ I, (ln(u))′ (x) =
u′(x)
u(x)

On écrit aussi : (ln u)′ = u′
u .

Démonstration :
On a : ln ◦u qui est définie sur I, u est dérivable sur I et pour tout x0 ∈ I, u(x0) > 0 donc
ln est dérivable en u(x0). Donc, d’après le théorème de dérivation d’une fonction composée
(Théorème 3.6 page 27), pour tout x0 ∈ I, ln ◦u est dérivable en x0.
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Ainsi, ln ◦u est dérivable sur I et on a :

(ln(u))′ = ln′(u) × u′ =
1
u
× u′ =

u′

u

Exemple 6.4
Soit f la fonction définie par f (x) = ln(x2

− 2x − 4).

1. Déterminer l’ensemble de définition et de dérivabilité de f .

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Calculer f ′(x).

4. En déduire les variations de f . Dresser son tableau de variation.

6.4.2 Primitive de u′
u

Théorème 6.2
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, de signe constant sur I et qui ne s’annule
pas sur I.
– Si u est strictement positive sur I alors les primitives de u′

u sont les fonction Fk qui s’écrivent
sous la forme :

Fk(x) = ln(u(x)) + k, où k ∈ R

– Si u est strictement négative sur I alors les primitives de u′
u sont les fonction Fk qui s’écrivent

sous la forme :
Fk(x) = ln(−u(x)) + k, où k ∈ R

Exemple 6.5
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x+1

x2+x+1 . Déterminer la primitive de f sur R qui
s’annule en 0.
Pour x ∈ R, x2 + x + 1 > 0 (il suffit de calculer le discriminant. . .). Ainsi f s’écrit sous la forme
f = u′

u avec u(x) = x2 + x + 1, et u strictement positive sur R.
Les primitives de f sont donc les fonctions Fk définies par Fk(x) = ln(x2 + x + 1) + k où k ∈ R.
Fk(0) = 0 si et seulement si ln(02 + 0 + 1) + k = 0 ; soit k = 0. La primitive cherchée est donc la
fonction F définie sur R par : F(x) = ln(x2 + x + 1).

Exemple 6.6
Soit f la fonction définie sur ]1 ; +∞[ par f (x) = −2x

1−x2 . Déterminer la primitive de f sur ]1 ; +∞[
qui s’annule pour x = 2.
On a f = u′

u avec pour x > 1, u(x) = 1 − x2 = (1 − x)(1 + x) < 0.
Donc d’après le théorème 6.2, les primitives de f sur ]1 ; +∞[ sont les fonctions Fk définie
par :

Pour x > 1,Fk(x) = ln
(
−(1 − x2)

)
+ k = ln(x2

− 1) + k, où k ∈ R

On cherche k tel que Fk(2) = 0 ; Soit ln(3) + k = 0. D’où k = − ln(3). La primitive cherchée est
la fonction F définie pour x > 1 par :

F(x) = ln(x2
− 1) − ln(3)
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Chapitre 7

Fonction exponentielle

7.1 La fonction exponentielle

7.1.1 Définition

On a vu dans le chapitre 6 que l’équation ln(x) = m admet une unique solution pour tout
m ∈ R et cette solution est un réel strictement positif (voir le paragraphe 6.3.4).
Autrement dit, pour tout x ∈ R, il existe un unique y > 0 tel que x = ln(y).

Définition 7.1
La fonction exponentielle est la fonction définie sur R qui, à chaque réel x associe le réel
strictement positif y vérifiant x = ln(y). La fonction exponentielle est notée exp.

Exemple 7.1
Quelques calculs issus de la définition :
– on a ln(1) = 0 donc exp(0) = 1 ;
– on a ln(e) = 1 donc exp(1) = e, où e est le réel défini au chapitre 6 comme étant l’antécédent

de 1 par la fonction ln. e valant environ 2,718.

Remarque 7.1
On a vu que pour n ∈ Z, ln(en) = n × ln(e) = n. Donc en utilisant la définition de la fonction
exponentielle, on a : pour tout n ∈ Z, exp(n) = en. Par convention, on généralise cette notation
à tous les nombres : pour x ∈ R on note ex l’image de x par la fonction exponentielle.

Pour x ∈ R, on a : ex = exp(x)

7.1.2 Premières propriétés

Propriété 7.1
(1) Pour tout x ∈ R, on a ex > 0.
(2) Pour tout y ∈ R∗+, ex = y si et seulement si x = ln(y).
(3) Pour tout x ∈ R, on a ln (ex) = x.
(4) Pour tout x ∈ R∗+, on a eln(x) = x.

Démonstration :
(1) D’après la définition de la fonction exponentielle, ex est le réel strictement positif y tel

que x = ln(y). Donc ex = y > 0.
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(2) Même démonstration que le point précédent.

(3) Soit x ∈ R. D’après la définition 7.1, on a ex = y avec ln(y) = x.
Donc ln(ex) = ln(y) = x.

(4) On pose y = ln(x). On a ey = z > 0 avec ln(z) = y = ln(x). Or x > 0 et z > 0 donc,
ln(z) = ln(x) si et seulement si x = z. Donc x = z = ey = eln(x).

Propriété 7.2
Pour tous réels a et b on a :

ea = eb si et seulement si a = b.

ea < eb si et seulement si a < b.

Démonstration :
On pose ya = ea et yb = eb les réels strictement positifs tels que ln(ya) = a et ln(yb) = b. On a
donc :
a = b ⇐⇒ ln(ya) = ln(yb)

⇐⇒ ya = yb (d’après la prop 6.2)
⇐⇒ ea = eb

a < b ⇐⇒ ln(ya) < ln(yb)
⇐⇒ ya < yb (d’après la prop 6.2)
⇐⇒ ea < eb

7.1.3 Courbe représentative

Propriété 7.3 (admise)
Dans un repère orthonormal, les courbes représentatives des fonctions logarithme népérien
et exponentielle sont symétriques par rapport à la droite d’equation y = x.

~i

~j

y

x = ln(y) M

x

y =ex N

Cexp

Cln

Dans le repère orthonormal ci-dessus, le point M est le point de Cln d’abscisse y. Ses coor-
données sont donc M(y ; ln(y)).
Son symétrique par rapport à ∆ : y = x est le point N de coordonnées N(ln(y) ; y). On a donc
yN = exp(xN) car exp(xN) = exp(ln(y)) = y d’après la propriété 7.1. Donc N ∈ Cexp.
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7.2 Propriétés algébriques

Théorème 7.1
– Pour tous réels a et b, on a : ea+b = eaeb.
– Pour tout réel a et tout entier relatif p, on a : (ea)p = epa.
– Pour tout réel a, on a e−a = 1

ea .
– Pour tous réels a et b, on a ea−b = ea

eb .

Démonstration :
Deux nombres réels strictement positifs sont égaux si et seulement si leurs logarithmes
népériens sont égaux (Propriété 6.2).
– On a : ln(ea+b) = a + b et ln(eaeb) = ln(ea) + ln(eb) = a + b. D’où ea+b = eaeb.
– De même, ln((ea)p) = p ln(ea) = pa et ln(epa) = pa. Donc (ea)p = epa.
– . . .

7.3 Étude de la fonction exponentielle

7.3.1 Limites en +∞ et en −∞

Propriété 7.4

lim
x→−∞

ex = 0 et lim
x→+∞

ex = +∞

Démonstration :
Limite en −∞ :

lim
x→0

exp(ln(x)) = lim
X→−∞

exp(X)

Or exp(ln(x)) = x donc :
lim
x→0

exp(ln(x)) = lim
x→0

x = 0

 donc : lim
X→−∞

exp(X) = 0

Limite en +∞ :
lim

x→+∞
exp(ln(x)) = lim

X→+∞
exp(X)

Or exp(ln(x)) = x donc :
lim

x→+∞
exp(ln(x)) = lim

x→+∞
x = +∞

 donc : lim
X→+∞

exp(X) = +∞

7.3.2 Dérivée

Propriété 7.5
La dérivée de la fonction exponentielle sur R est elle-même :
pour tout x ∈ R, on a exp′(x) = exp(x).

Démonstration :
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = ln(exp(x)).
Pour tout x ∈ R, on a f (x) = x, donc f ′(x) = 1. Or en utilisant le théorème 6.1 sur la dérivée
d’une fonction composée avec la fonction ln, on a :
Pour x ∈ R, f ′(x) =

exp′(x)
exp(x) . Ainsi : exp′(x)

exp(x) = 1, d’où exp′(x) = exp(x).
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7.3.3 Variations et courbe

Propriété 7.6
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration :
On a vu que la dérivée de l’exponentielle est elle-même et que l’exponentielle est une
fonction strictement positive. Donc la dérivée de l’exponentielle est strictement positive
d’où le résultat.
On obtient donc le tableau de variation suivant :

x −∞ 0 +∞

exp′(x) +

exp
0 %

1%
+∞

Tangente en 0 :
L’équation de la tangente à Cexp au point A d’abscisse 0 est :
y = exp′(0)(x − 0) + exp(0), soit y = x + 1.

Courbe représentative :

~i

~j
Cexp

T0

7.3.4 Quelques limites à connaitre

Propriété 7.7
On a les limites suivantes :

lim
x→+∞

ex

x
= +∞; lim

x→−∞
xex = 0; lim

x→0

ex
− 1
x

= 1

Démonstration :
– La première limite est une forme indéterminée du type �

∞

∞
�.

En posant X = ex, on a x = ln(X) et lim x→ +∞X = +∞. Donc :

lim
x→+∞

ex

x
= lim

X→+∞

X
ln X

= +∞
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En effet, pour X > 1, on a X
ln(X) > 0 et limX→+∞

ln X
X = 0 donc limX→+∞

X
ln X = +∞

– La deuxième limite est une forme indéterminée du type �−∞ × 0.
On pose X = ex, on a x = ln(X) et limx→−in f ty X = 0. Donc :

lim
xto−in f ty

eex = lim
X→0

ln(X) × X = 0

– La troisième limite est une forme indéterminée du type �
0
0
�.

Pour tout x ∈ R, on a exp′(x) = exp(x) ; donc exp′(0) = 1. Mais en utilisant la définition du
nombre dérivé en 0, on a aussi :

1 = exp′(0) = lim
x→0

exp(x) − exp(0)
x

= lim
x→0

ex
− 1
x

7.4 Étude d’une fonction composée eu

7.4.1 Dérivée. Variations

Propriété 7.8
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors la fonction f = eu = exp ◦u est
dérivable sur I et pour x ∈ I, f ′(x) = u′(x)eu(x).

Exemple 7.2
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = e2x2

−3x. f s’écrit eu avec pour x ∈ R, u(x) = 2x2
− 3x.

La fonction u est dérivable sur R donc f est également dérivable sur R et pour x ∈ R,
f ′(x) = (4x − 3)e2x2

−3x.

Remarque 7.2
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R donc les fonctions u et eu ont les
mêmes variations (voir le théorème 3.3).

7.4.2 Primitives

Propriété 7.9
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
Soit f la fonction définie sur I par f (x) = u′(x)eu(x).
Alors la fonction f admet des primitives sur I et l’une d’entre elles est la fonction F définie
sur I par F(x) = eu(x).

Exemple 7.3
Soit f la fonction définie sur R∗+ par f (x) = − e

1
x

x2 .
On peut écrire f (x) = − 1

x2 × e
1
x = u′(x)eu(x) avec u(x) = 1

x .
Donc f admet pour primitives sur R∗+ les fonctions Fk définies pour x > 0 par : Fk(x) = e

1
x + k.

7.4.3 Exemple d’étude

Exemple 7.4
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = e−x2 .

1. Étudier les limites de f (x) en −∞ et en +∞.
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2. Pour x ∈ R, calculer f ′(x) et étudier son signe.

3. Dresser le tableau de variation de f .

4. Déterminer l’équation de la tangente ∆ à C f au point A d’abscisse 1.

5. Tracer ∆ et C f dans un repère.
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Chapitre 8

Lois de probabilité

8.1 Lois de probabilité

8.1.1 Cas général

On considère une expérience aléatoire ayant un nombre fini d’éventualités. On dit qu’on
a défini la loi de probabilité de cette expérience si on connaı̂t la probabilité de chaque
éventualité de cette expérience.
Généralement, on donne une loi de probabilité sous la forme d’un tableau :

Éventualité xi . . . . . .
Probabilité pi

Remarque 8.1
La somme des � pi � vaut 1 :

∑
pi = 1

Exemple 8.1
Dans une urne, on a placé trois boules rouges, deux boules blanches, cinq boules vertes et
dix boules jaunes. On tire une boule au hasard dans l’urne. On note B l’événement � la boule
est blanche �, . . ..
La loi de probabilité de cette expérience est donc :

xi R B V J
pi 0,15 0,1 0,25 0,5

On a bien :
∑

pi = 0,15 + 0,1 + 0,25 + 0,5 = 1

8.1.2 Loi de Bernoulli

Définition 8.1
Lorsqu’une expérience aléatoire n’admet que deux issues qu’on nomme alors succès et échec,
on l’appelle épreuve de Bernoulli 1.
Dans une épreuve de Bernoulli, on note généralement � p � la probabilité de succès. La
probabilité de l’échec est alors 1 − p.

La loi de probabilité d’une épreuve de Bernoulli est définie par :

1. Famille de mathématiciens et physiciens suisses.
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xi Succès Échec
pi p 1 − p

Exemple 8.2
On lance un dé équilibré à six faces. On s’intéresse à la divisibilité par 3 du chiffre obtenu.
On note S (succès) l’événement � le chiffre obtenu est divisible par 3 �.
Cette expérience aléatoire est une épreuve de Bernoulli de paramètre p = 1

3 car p(S) = 2
6 = 1

3
(seuls 3 et 6 sont divisibles par 3).

8.1.3 Loi Binomiale

Définition 8.2
On répéte n fois de manière indépendante la même épreuve de Bernoulli de paramètre p. On
s’intéresse au nombre de succès obtenus au cours de ces n expériences.
Cette expérience admet n + 1 éventualités : 0 succès, 1 succès, 2 succès, . . ., n succès.
La loi de probabilité sur ces n + 1 éventualités est appelée loi Binomiale de paramètres p et n.

Obtenir une loi Binomiale :
Pour obtenir la loi Binomiale de paramètres n et p, on construit un arbre pondéré à n niveaux
où chaque noeud se sépare en deux branches : S et E.
Pour k compris entre 0 et n, on compte alors le nombre Nk de chemins ayant k succès.
Chaque chemin ayant k succès a pour probabilité le produit des probabilités de chaque
éventualité qui le constitue soit :

p × · · · × p︸      ︷︷      ︸
k facteurs
(k succès)

× (1 − p) × · · · × (1 − p)︸                    ︷︷                    ︸
n−k facteurs
(n−k) échecs

= pk
× (1 − p)n−k

La loi Binomiale est donc donnée par le tableau suivant :

xi 0 1 2 . . . k . . . n
pi (1 − p)n N1p(1 − p)n−1 N2p2(1 − p)n−2 Nkpk(1 − p)n−k pn

où xi est le nombre de succès obtenus.

Exemple 8.3
Un élève vient au lycée tous les jours en vélo. Sur son chemin il rencontre un feu qui est vert
40 % du temps.
L’élève part de chez lui à un horaire aléatoire et n’arrive donc pas toujours à la même heure
au feu. On s’intéresse au nombre de fois où l’élève arrive au feu vert au cours d’une semaine
de quatre jours. Déterminer la loi de cette expérience aléatoire.
Il s’agit d’une expérience de Bernoulli de paramètre p = 0,4 répétée quatre fois : on est donc
en présence d’une loi binomiale de paramètres p = 0,4 et n = 4.
On détermine le nombre de chemins ayant k succès (k feux verts) pour 0 ≤ k ≤ 4 :
arbre
On obtient : N0 = 1, N1 = 4, N2 = 6, N3 = 4 et N4 = 1. La loi de cette expérience est donc :

xi 0 1 2 3 4
pi 1 × 0,40

× 0,64 4 × 0,41
× 0,63 6 × 0,42

× 0,62 4 × 0,43
× 0,61 1 × 0,44

× 0,60

= 0,129 6 = 0,345 6 = 0,345 6 = 0,153 6 = 0,025 6
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8.2 Espérance et variance d’une loi

Définition 8.3
On considère une loi de probabilité dont les n éventualités xi (1 ≤ i ≤ n) sont des réels. Les
probabilités associées sont notées pi.
On appelle espérance de cette loi le réel :

E = p1x1 + p2x2 + · · · + pnxn =

n∑
i=1

pixi

On appelle variance de cette loi le réel positif :

V = p1(x1 − E)2 + p2(x2 − E)2 + · · · + pn(xn − E)2 =

n∑
i=1

pi(xi − E)2

On appelle écart-type de cette loi le réel positif :

σ =
√

V

Interprétation :
– en considérant les xi comme des gains algébriques 2, l’espérance est le gain (algébrique)

moyen qu’on peut espérer sur la répétition d’un � grand � nombre d’épreuves ;
– on dit qu’un jeu est équitable si son espérance est nulle ;
– la variance mesure le � risque � de s’écarter de l’espérance ;
– si les gains sont exprimés en e, l’espérance est exprimée en e, la variance en � e2

� et
l’écart-type en e.

Propriété 8.1
Dans les conditions de la définition 8.3, on a aussi :

V =

n∑
i=1

pix2
i − E2

Exemple 8.4
On lance deux fois de suite une pièce équilibrée. Les issues possibles sont notées PP, PF, FP
et FF. À chaque sortie de P on gagne 1 e et à chaque sortie de F on perd 1 e.

1. Quels sont les gains algébriques possibles ?

2. Quelle est la loi de probabilité de cette expérience ?

3. Calculer son espérance.

4. Ce jeu est-il équitable ?

Propriété 8.2 (admise)
En comptant succès = 1 et échec = 0, l’espérance d’une loi binomiale de paramètres n et p est
E = n × p.

2. Les xi positifs sont des gains et les xi négatifs sont des pertes
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8.3 Des exercices � type bac �

Exemple 8.5 (Antilles-Guyane - septembre 2010 – exercice 2 (obligatoire))
Les parties A et B peuvent être traitées indépendamment l’une de l’autre.
Le comité d’entreprise d’une société parisienne souhaite organiser un week-end en province.
Une enquête est faite auprès des 1 200 employés de cette entreprise afin de connaı̂tre leur
choix en matière de moyen de transport (les seuls moyens de transport proposés sont le
train, l’avion ou l’autocar).

Partie A
Les résultats de l’enquête auprès des employés de l’entreprise sont répertoriés dans le tableau
suivant :

Train Avion Autocar Total
Femme 468 196 56 720
Homme 150 266 64 480

Total 618 462 120 1 200

On interroge au hasard un employé de cette entreprise (on suppose que tous les employés
ont la même chance d’être interrogés).
On note :
F l’évènement : � l’employé est une femme � et T l’évènement : � l’employé choisit le train �.

1. Calculer les probabilités p(F), p(T) puis déterminer la probabilité que l’employé ne
choisisse pas le train (on donnera les résultats sous forme décimale).

2. Expliquer ce que représente l’évènement F ∩ T, puis calculer sa probabilité.
Les évènements T et F sont-ils indépendants ? Justifier la réponse.

3. L’employé interrogé au hasard ne choisit pas le train. Calculer la probabilité que cet
employé soit une femme (on donnera le résultat arrondi au millième).

Partie B
Après l’étude des résultats de l’enquête, le comité d’entreprise choisit le train comme moyen
de transport. Pour les employés inscrits à ce voyage, deux formules sont proposées :
• la formule no 1 : voyage en 1e classe plus hôtel pour un coût de 150 e ;
• la formule no 2 : voyage en 2e classe plus hôtel pour un coût de 100 e.

40 % des employés inscrits choisissent la formule no 1.
Le comité d’entreprise propose une excursion facultative pour un coût de 30e. Indépendamment
de la formule choisie, 80 % des employés inscrits choisissent l’excursion facultative.
On interroge au hasard un employé inscrit à ce voyage. On note :
• U l’évènement : � l’employé inscrit choisit la formule no 1 � ;
• D l’ évènement : � l’employé inscrit choisit la formule no 2 � ;
• E l’ évènement : � l’employé inscrit choisit l’excursion facultative �.

1. Construire un arbre de probabilités correspondant à cette situation.

2. Montrer que la probabilité que l’employé inscrit choisisse la formule no 2 et l’excursion
facultative est égale à 0,48.

3. Soit C le coût total du voyage (excursion comprise).

a. Déterminer les différentes valeurs possibles que peut prendre C.

b. Déterminer la loi de probabilité de C.
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c. Calculer l’espérance de cette loi. Interpréter le résultat.

Exemple 8.6 (Nouvelle Calédonie nov 2010 - exercice 3 (pour tous les candidats))
Une université fait passer un test à ses étudiants. A l’issue du test chaque étudiant est classé
dans l’un des trois profils A, B et C définis ci-dessous.
50 % des étudiants ont le profil A : ils mémorisent mieux une information qu’ils voient
(image, diagramme, courbe, film ... ).
20 % des étudiants ont le profil B : ils mémorisent mieux une information qu’ils entendent.
30 % des étudiants ont le profil C : ils mémorisent aussi bien l’information dans les deux
situations.

À la fin de la session d’examen de janvier on constate que
70 % des étudiants ayant le profil A ont une note supérieure ou égale à 10,
75 % des étudiants ayant le profil B ont une note supérieure ou égale à 10,
85 % des étudiants ayant le profil C ont une note supérieure ou égale à 10.

On choisit de manière aléatoire un étudiant de cette université. On note
A l’évènement � l’étudiant a le profil A �,
B l’évènement � l’étudiant a le profil B �,
C l’évènement � l’étudiant a le profil C �

M l’évènement � l’étudiant a une note supérieure ou égale à 10 � et M l’évènement contraire.

1. Recopier et compléter l’arbre pondéré suivant pour qu’il traduise les données de
l’expérience aléatoire décrite dans l’énoncé :

Ω

C
M

M

B
M

M

A
M

M

Dans la suite de l’exercice les résultats seront donnés sous forme décimale, éventuellement
arrondie au millième.

2. Calculer la probabilité que l’étudiant choisi soit de profil C et qu’il ait obtenu une note
supérieure ou égale à 10.

3. Démontrer que P(M) = 0,755.

4. Calculer la probabilité que l’étudiant soit de profil B sachant qu’il a obtenu une note
strictement inférieure à 10.

5. On choisit quatre étudiants au hasard. On admet que le nombre d’étudiants est suffi-
samment grand pour que ce choix soit assimilé à quatre tirages successifs indépendants
avec remise. Calculer la probabilité qu’exactement trois de ces étudiants soient du pro-
fil C.
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