Chapitre 4

Le second degré

4.1 Equation du second degré

4.1.1 Deéfinitions

Définition 4.1
Une équation du second degré a une inconnue x est une équation qui peut s’écrire sous la forme
ax® + bx + ¢, avec a, b et c trois réels et a # 0.

Exemple 4.1

L’équation (3x+2)? = 5x est une équation du second degré car elle peut s’écrire 922 + 122 + 4 = 5z ;
soit 922 + 7z + 4 = 0.

L’équation (3z — 2)% — 922 + 1 = 0 n’est pas une équation du second degré car elle s’écrit
922 — 122 +4 — 922 +1=0; soit —12x +5 = 0.

Définition 4.2
On appelle discriminant de I’équation du second degré az? + bx +c = 0, a # 0 le nombre réel
A = b* — 4ac.

Exemple 4.2
Le discriminant de 1'équation 922 + 72z +4 =0est A =72 -4 x 9 x 4 =49 — 144 = —95.

4.1.2 Reésolution de ’équation ax? + bz +c =0

L’existence de solutions a ’équation ax? + bz + ¢ = 0 dépend du signe de A :
Théoréeme 4.1
Soit ax? + bx + ¢ = 0 un équation du second degré et A son discriminant.

si A <0, l'équation ax?+ bx + ¢ = 0 n’a pas de solution.

—b— VA

I =
si A >0, l'équation az? + bx + ¢ = 0 a deux solutions distinctes : 2a
o —b+ VA
Tg= ———
2a
. Iy . 2 . . _b
si A =0, l'équation az®+ bz + ¢ = 0 a une unique solution : zy = %
a
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22 Le second degré

Remarque 4.1
Lorsque a et ¢ sont de signes contraires (et non nuls), le produit —ac est strictement positif
donc b? — 4ac > 0, et donc I'équation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions distinctes.

Exemple 4.3
Résoudre 1'équation z? — 3z = —4.

On écrit cette équation sous la forme az? + bz + ¢ = 0 et on obtient 2* — 3z + 4 = 0.

On calcule A = b* —4ac= (—3)? =4 x 1 x4=9—16 = —7 < 0. Donc cette équation n’a pas
de solution : .%¥ = .

Exemple 4.4

‘ hamation Lo B 1 25 _
Résoudre I'équation ;x st + 132 =0

5\° 1 25 25 25
O lcule A=(—=] —4x=-xXx—=———=0.
n calcule ( 3) 5 8= 9 5
_3
L’équation a donc une unique solution zg = ~3 31 = g
X =
2
Exemple 4.5
Résoudre 'équation 22 + Sa — 3.
11)° 3 121 169
On calcule A = (?) —4xX2x (—§> = + 12 = e > 0. Donc ’'équation a deux
solutions :
_u /169 1 13
2x2 4 8
—T Yy L4 9
T = = = - = —,
! 2 % 2 4 8 4
S = {—3; }l}

4.2 Interprétation graphique

4.2.1 Résolution graphique d’une équation du second degré

Soit (E) : ax? + bx + ¢ = 0 une équation du second degré (a # 0).

On peut associer a (E) une fonction f : x — ax? + bx + c; trindme du second degré. Les
solutions de (E) sont alors les réels z tels que f(z) = 0. Ces nombres sont appelés les racines
du trinéme du second degré f.

La représentation graphique de f dans un repére orthogonal est une parabole &;. Graphique-
ment, les solutions de I'équation f(z) = 0 sont les abscisses des points d’intersection de &y et
de la droite d’équation y = 0 (axe des abscisses).

Exemple 4.6
On considere trois fonctions f, g et h, trindmes du second degré et &y, &,, P, leurs courbes
représentatives dans un repere orthogonal.
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4.2 Interprétation graphique

23

flz)=a*+4x+3

A

g(x) = (z+2)

h(z) =242 +1

A

P coupe I'axe des abscisses
en deux points d’abscisses
r1 = —3et xy = —1. L’équa-
tion f(x) = 0 a donc deux
solutions : —3 et —1.

On peut retrouver ce résul-
tat par le calcul :
A=42—4x1x3=4>0.

Les solutions sont :
—AVA g oo AVE
2 ) 2

P, est tangent a l'axe des
abscisses en un point d’abs-

cisses ro = —2. L’équation
g(z) = 0 a donc une solu-
tion : —2.

On peut retrouver ce résul-
tat par le calcul :

g(z) = 2* + 4z + 4, donc :
A=4%2—4x1x4=0.

La solution est :

—4
5 =2

P, et l'axe des abscisses
n’ont pas de point commun :
I'équation h(x) = 0 n’a pas
de solution.

On peut retrouver ce résul-
tat par le calcul :
A=12-4x1x1=-3<0.
Donc l'équation n’a pas de
solution.

4.2.2 Situation d’une parabole par rapport a ’axe des abscisses

On peut se poser le probleme inverse du paragraphe précédent : soit &2 une parabole d’équation
y = ax? + bx + ¢ dans un repére orthogonal. On ne connait pas la position précise de & dans
le repére, mais on peut étudier sa position par rapport a l’axe des abscisses; en effet :

si A >0, l'équation az? + bx + ¢ = 0 a deux solutions donc & coupe 1'axe des abscisses en
deux points.

si A =0, l'équation az?® + bz + ¢ = 0 a une unique solution : on dit que & est tangente a
I’axe des abscisses.

si A <0, l'équation ax®+ bx + ¢ = 0 n’a pas de solution donc £ ne rencontre pas 1’axe des
abscisses.

De plus, on admettra que si a > 0, la parabole est « tournée » vers le haut, et si a < 0, la
parabole est « tournée » vers le bas.

On regroupe les résultats dans le tableau suivant en notant :

— 2 la parabole d’équation y = ax? + bz + c ol a # 0.
fA:b2—4acavecx0:—%siAzOetxlz%E,$2:%ZsiA>O.
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24 Le second degré

A>0 A=0 A <0

a>0

a<0

4.3 Inéquation du second degré

Une inéquation du second degré peut s’écrire sous la forme az? 4 bz +c¢ > 0 ou ax? +br+c > 0
avec a # 0.

Théoréme 4.2
Soit ax? + bx + ¢ un trindme du second degré. On pose A = b — 4ac.

si A <0, pour tout z € R, le nombre az? + bz + ¢ est du signe de a.
si A =0, pour tout z # —%, le nombre ax? + bz + ¢ est du signe de a.

si A >0, le nombre ax?+ bx + c
— est du signe de a pour x « a lextérieur des racines » de az? + bz + c,
— est du signe contraire de a « a 'intérieur des racines » de az? + bx + c.

Exemple 4.7
On consideére le trindme 622 — 10z — 4. A = 10> — 4 x 6 x (—4) = 196. Les racines du trinome
sont :
10 — /196 1 10 + /196
rH=———=—cetrg=——— =2
2 %6 3 2 X6

Représentons sur un axe gradué « 'intérieur » et « 'extérieur » des racines :
1 . N 1 N N I s s 1
o  r 3

En vert : « I'extérieur » des racines, et en bleu « l'intérieur » des racines.

W

— Pour = € |—1;2[ (z & l'intérieur des racines), 622 — 10z — 4 est du signe contraire de 6 soit

622 — 10x —4 < 0
— Pour z € ]—oo; —% [ U]2; +o00[ (x a Pextérieur des racines), 62% — 10z — 4 est du signe de 6
soit 6x? — 10z —4 >0

On regroupe ces résultats dans un tableau de signes :
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4.4 Factorisation d’un trindme du second degré 25

T —00 —
62° — 10z — 4 + 0 - 0 +

Interprétation graphique :

La représentation graphique de la fonction f : x — 622 — 10z — 4 est une parabole tournée vers
le haut car le coefficient a = 6 est positif. De plus le discriminant du polynéme du second degré
f est strictement positif donc la courbe coupe I'axe des abscisses en deux points d’abscisses les
deux racines du polynome. Si z est entre les racines, alors le point de la courbe d’abscisse x est
en dessous de l'axe des abscisses : f(z) < 0. Si x est « a I'extérieur » des racines alors le point
de la courbe d’abscisse = est au dessus de 'axe des abscisses : f(x) > 0.

Un trinéme : quatre inéquations possibles

~ La solution de I'inéquation 6z — 102 —4 > 0 est : ¥ =] — 00; —3[U]2; +o0].
— La solution de I'inéquation 622 — 10z —4 > 0 est : . =] — 00; —3] U [2; +o00].
— La solution de I'inéquation 622 — 102 —4 < 0 est : & =] — ;2]

— La solution de I'inéquation 622 — 10z —4 < 0 est : &/ = [—3; 2]

Exemple 4.8

Résoudre 'inéquation 222 — 3z — 3 < 22 — ba.

L’inéquation proposée peut s’écrire sous la forme 222 — 3z —3— 2245z < 0 soit 2% + 22 — 3 < 0.
On calcule le discriminant : A = 22 — 4 x 1 x (—3) = 16. Les racines sont z; = #ﬁ = —3Jet
py = V18 — 1,

Le trindme x? + 2z — 3 est strictement négatif pour z a l'intérieur des racines soit x €] — 3;1[.

4.4 Factorisation d’un trindme du second degré

On admet le théoréme 4.3 :

Théoréme 4.3

On considére le trindme ax? + bx + ¢, a # 0.

— Si ce trindme n’a pas de racine (A < 0), il ne peut pas étre factorisé.

— Si le trindme a une racine unique zy (A = 0), on a : ax® + bz + ¢ = a(x — x9)%

— Si le trindme a deux racines x; et x9, (A > 0), on a : ax® + bx + ¢ = a(x — 1) (x — x9).

Exemple 4.9
En reprenant le trindme de ’exemple 4.7 :

1
6x2—10x—4:6<x+§) (z —2)
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