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« Ce qui est affirmé sans preuve peut étre
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Chapitre 1

Fonctions

Dans la vie courante, on rencontre souvent des situations ot une chose dépend d’'une autre :
prendre son parapluie ou non le matin dépend du temps qu’il fait; I'heure a laquelle on
programme son réveil dépend de la durée de transport pour se rendre au lycée, le prix a
payer pour mon sachet de pommes dépend de la masse de pommes qu’il contient. Dans ce
dernier exemple on dit aussi que le prix est fonction de la masse. C’est ce méme mot qu’on
utilise en mathématiques pour signifier qu'une quantité dépend d’une autre.

C’est LeBN1Z qui, a la fin du xv1i© siecle, écrit le premier dans un de ses textes « x est fonction
de y ». Quelques années plus tard, JeaNn BErnouLLI emploie la notation fx pour désigner une
fonction de la variable x : I’acte de naissance des fonctions, nouveaux objets mathématiques !
était signé, nous allons en commencer ici I'étude.

1.1 Fonction numérique

1.1.1 Définitions et vocabulaire

Définition 1.1

Une fonction numérique permet d’associer a chaque nombre x d'un ensemble D un autre
nombre que I’on note f(x). On note :

f: D — R
x — f(x)

Le nombre f(x) est appelé image de x par la fonction f. L'image d"un nombre par une fonction
numérique est unique.

x est appelé antécédent de f(x) par f. Un nombre peut avoir plusieurs antécédents; il peut
aussi ne pas en avoir.

Exemple 1.1
On définit la fonction f sur R par f(x) = x* —5.Ona:
f: R — R
x +— x*-5
1 +— 1°-5=-4
-5 +— (-5*-5=20
5, (5)2_5:§_5:§
2 2 4 1
n +— m*-5=%~4,_87

1. Qui allaient faire souffrir bon nombre de lycéens. . .

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



10 Fonctions

Dans cet exemple 20 a deux antécédents car I'équation x* — 5 = 20 a deux solutions : x = 5 et
x =-b.

Par contre -6 n’a pas d’antécédent car x> — 5 = —6 n’a pas de solution. (car x* = -1 n’en a
pas.)

Définition 1.2

Soit f une fonction numérique. On appelle ensemble de définition de f et on note généralement

9 I'ensemble des nombres pour lesquels f(x) existe.

Exemple 1.2
3x+2

On considere la fonction f définie par f(x) = . Le nombre f(x) existe pour tout x # 1.

En effet si x = 1, pour calculer f(x), il faudrait diviser par 0 ce qui est impossible. Donc
95 = R\ {1}.

1.1.2 Représentation graphique
Définition 1.3
Soit f une fonction numérique. Pour tout x € %, on pose y = f(x). A chaque couple (x; y)

on peut donc associer un point dans un repére. L'ensemble de ces points est appelé courbe
représentative de la fonction f. On la note généralement ¢7.

1.1.3 Résolutions graphiques d’équations et d'inéquations

Soit f et ¢ deux fonctions numériques définies sur un intervalle [a; b].

— Résoudre graphiquement I'équation f(x) = g(x) c’est trouver les abscisses des points d’in-
tersections de ¢ et €.

— Résoudre graphiquement l'inéquation f(x) > g(x), c’est trouver les abscisses des points
M(x; f(x)) et N(x; g(x)) tels que M est au dessus de N.

Exemple 1.3
Cy

Sur la figure ci-dessus, on a tracé les représentations graphiques de deux fonctions f et g
définies sur [a; b].

L’équation f(x) = g(x) admet trois solutions : .7 = {xo; x1; x2}.

La solution de I'inéquation f(x) > g(x) est S = [xo; x1] U [xy; ].

Par exemple, pour x € [xg; x1], on a bien M(x; f(x)) qui est au dessus de N(x; g(x)). Par contre
pour X’ € [x1;x;], on a M(x’; f(x")) qui est en dessous de N(x’; g(x")).

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



1.2 Opérations sur les fonctions 11

1.1.4 Variations

Définition 1.4
On dit qu'une fonction f est strictement croissante sur un intervalle I si pour tout a et b de |
tels quea < b,ona f(a) < f(b).

On dit qu'une fonction f est strictement décroissante sur un intervalle I si pour touta et b de I
tels quea < b,ona f(a) > f(b).

Remarque 1.1

Graphiquement, une fonction est croissante si sa courbe « monte » lorsqu’on se déplace de
la gauche vers la droite ; Et une fonction est décroissante si sa courbe « descend » lorsqu’on
se déplace de la gauche vers la droite.

Fonction strictement croissante : Fonction strictement décroissante :

[y J) ‘SRS -

T T ; T - T Of T
Cy a<b 1

QfF-=-=-=-=--

Pour touslesréelsaetbde I telsquea < b, Pour touslesréelsaetbde I telsquea < b,
ona f(a) < f(b). ona f(a) > f(b).

La courbe ¢ « monte » lorsqu’on se dé- La courbe ¢ «descend » lorsqu’on se dé-
place vers la droite. place vers la droite.

1.2 Opérations sur les fonctions

1.2.1 Egalité

Définition 1.5

Deux fonctions f et g sont dites égales si :

— elles ont le méme ensemble de définition;

— pour tout x de cet ensemble on a f(x) = g(x).

Dans ce cas, leurs courbes représentatives sont bien entendu confondues.

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



12 Fonctions

1.2.2 Opérations simples

Définition 1.6 R S R

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I. / | Cre

On dit que la fonction / est la somme des fonctions f et / ]

g, sipour tout x € I, h(x) = f(x) + g(x). 9(a) /7/7‘( N N
. of o

Propriété 1.1 ; Cr

Si f et g sont deux fonctions strictement croissantes LA

(resp. décroissantes) sur un intervalle I, alors la fonction /7 J 1

h = f + g est strictement croissante (resp. décroissante) | 4 i !

sur [. |

Démonstration :

Soit f et ¢ deux fonctions strictement croissantes sur I. Soit a et b deux réels de I tels que
a<b.Onaalors:

f(a) < f(b) car f estcroissante sur I ; et de méme, g(a) < g(b). En ajoutant membres a membres
ces deux inégalités, on obtient :

f(@) + g(@) < f(B) + g(b) et donc (f + £)(a) < (f + )(b).

Ainsi la fonction f + g est croissante sur I. La démonstration pour f et ¢ décroissantes est
analogue.

Définition 1.7
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et k un réel. On dit que la fonction g est le
produit de f par k si pour tout x € I, g(x) = k X f(x).

Exemple 1.4

Sur le graphique ci-dessous, la fonction f définie sur I = [-2;4] est le produit de la fonction
u par —1,5, et la fonction g définie sur I = [-2;4] est le produit de la fonction u par % : pour
toutx € I, ona: f(x) = —1,5u(x) et g(x) = Ju(x).

#(2) ~
\ ..
) R
g
7 2
Cy
F@)f----->
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1.2 Opérations sur les fonctions 13

Propriété 1.2
Sik > 0, les fonctions f et kf ont le méme sens de variation.
Sik <0, les fonctions f et kf ont des sens de variation contraires.

Démonstration :

Soit f une fonction croissante sur I et k un réel strictement négatif. Soit 2 et b deux réels de I
tels que a < b.

On a f(a) < f(b) car f est croissante sur I. On multiplie les deux membres de 'inégalité par
k < 0 pour obtenir :

kx f(a) > kx f(b) soit (k- f)(a) > (k- f)(b).

Ainsi, la fonction kf est décroissante sur I. Les autres cas se démontrent de la méme maniere.

1.2.3 Composition

Définition 1.8

Soit ¢ une fonction, et &, son ensemble de définition. Soit u une fonction définie sur I telle
que pour tout x € I, u(x) € %,.

La fonction f composée de u suivie de g définie sur I est la fonction qui a tout x de I associe le
nombre f(x) = g (u(x)).

On la note f = g ou. On dit aussi que f est la composée de g par u.

1% 9, 2 R

x — ulx) —  g(u))

f

Exemple 1.5

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = x> + 3, et ¢ la fonction définie sur R* par g(x) = Vx.
Pour tout x € R, on a u(x) > 0, on peut donc calculer g (u(x)).

La fonction f définie par f(x) = g (u(x)), est la fonction composée u suivie de g. C’est a dire

f(x) = Va2 + 3.

Propriété 1.3

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et monotone sur I. Soit ¢ une fonction définie

sur un intervalle | contenant? f(I) et monotone sur J.

— Si f et g ont les mémes sens de variation sur I et | respectivement, alors la fonction g o f est
croissante sur I ;

— Si f et g ont des sens de variation contraires sur I et | respectivement, alors la fonction g o f
est décroissante sur I ;

Démonstration :

Démontrons le cas ol f et ¢ sont croissantes sur les intervalles ot elles sont définies :

Soit a et b dans I tels que a < b. La fonction f est croissante donc f(a) < f(b).

f(a) et f(b) sont deux réels de | et la fonction g est croissante sur | donc g (f(a)) < g (f(b)).
Ainsi, on a donc montré que si a < b alors g o f(a) < g o f(b). Donc la fonction g o f est
croissante sur I.

Démontrons le cas ou f est croissante et g décroissante sur les intervalles ot elles sont
définies :

2. f(I) estl’ensemble des réels f(x) tels que x € I.
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14 Fonctions

Soit a et b dans I tels que a < b. La fonction f est croissante donc f(a) < f(b).
f(a) et f(b) sont deux réels de | et la fonction g est décroissante sur | donc g (f(a)) > g (f(b)).

Ainsi, on a donc montré que si a < b alors g o f(a) > g o f(b). Donc la fonction g o f est
décroissante sur 1.

Remarque 1.2 (Attention)
L'ordre des fonctions a un sens : dans 'exemple précédent, on appelle /1 1a fonction composée

g suivie de u. Pour x > 0, on a: h(x) = (\/E)z +3 =x+3. Et pour x > 0, h(x) # f(x).

Exemple 1.6
Soit u et g les fonctions définies sur R par u(x) = 2x+3 et g(x) = x%. On note f et 1 les fonctions
définiespar: f = goueth=uog.Ona:

R 4% R £, R

x —  ulx) —  g(ux))

2 +— 7 — 49

0 — 3 — 9

x — 2x+3 +— (2x+3)?
f

Finalement f est définie par f(x) = (2x + 3)* = 4x? + 12x + 9.

De méme, on a:

R 5, 4, R
x - g — u(g)
2 — 4 —> 11
0 — 0 — 3
X — x? —  2x2+3

Finalement, g est définie par g(x) = 2x? + 3.

Exemple 1.7
Tracer la représentation graphique de la fonction f qui estla composée de la fonction g suivie
de h définies par g(x) = x + 2, et h(x) = |x|.

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



1.3 Fonctions associées 15

1.3 Fonctions associées

1.3.1 Fonction x — f(x) + B

Propriété 1.4

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit
p un réel quelconque. On considere la fonction g
définie sur I par g(x) = f(x) + B.

La courbe représentative de la fonction g est
I'image de la courbe représentative de la fonction

f par la translation de vecteur f3 ]?

Exemple 1.8

Sur la figure ci-contre on a tracé la fonction f dé-
finie par f(x) = x? et la fonction g définie par
g(x) = f(x) —2.On a €, qui est I'image de ¢ par la

translation de vecteur —2 ]?
Démonstration de la propriété 1.4 :
Soit x € Iy et soit M(x; f(x)) le point de € d’abscisse x. Le point M’ de 6, qui a pour abscisse
x a pour ordonnée g(x) = f(x) + f5.

Les coordonnées de MM’ sont donc (x — x; f(x) +  — f(x)) soit (0; ).

% -
Ainsi pour tout x ona MM’ = j_.) M’ est donc 1'image de M par la translation de vecteur f ]_)
et donc ¢, est 'image de ¢ par cette méme translation.

1.3.2 Fonction x — f(x + a)

Propriété 1.5

Soit f une fonction définie sur un intervalle
I =]a; b[. Soit & un réel quelconque. On consi-
dere la fonction ¢ définie sur Ja — a; b — af par
g() = fx +a).

La courbe représentative de la fonction g est
I'image de la courbe représentative de la fonction

f par la translation de vecteur —ai.

Exemple 1.9

Sur la figure ci-contre on a tracé la fonction f dé-
finie par f(x) = x? et la fonction ¢ définie par
g(x) = f(x +1,5). On a ¢, qui est 'image de ¢ par

A\

!

la translation de vecteur —1,52
Démonstration de la propriété 1.5 :

Soit x € Yy et soit M(x; f(x)) le point de € d’abscisse x. Le point M’ de €, qui a pour abscisse
x —a a pour ordonnée g(x —a) = f(x —a + a) = f(x).

Les coordonnées de W sont donc (x — a — x; f(x) — f(x)) soit (—a; 0).

Ainsi pour tout x on a MM’ = —ai. M’ est donc I'image de M par la translation de vecteur
—ai et donc %, est 'image de ¢} par cette méme translation.
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16 Fonctions

1.3.3 Fonctionx — f(x +a)+p

Propriété 1.6

Soit f une fonction définie sur un intervalle
I =]a; b[. Soit o et p deux réels quelconques. On
considere la fonction g définie sur Ja—a; b—af par
gx) = f(x+a)+p.

La courbe représentative de la fonction g est
I'image de la courbe représentative de la fonction

f par la translation de vecteur —ai + B jﬁ.‘

Exemple 1.10

Sur la figure ci-contre on a tracé la fonction f dé-
finie par f(x) = x? et la fonction ¢ définie par
g(x) = f(x+1,5) — 2. On a 6, qui est 'image de ¢
par la translation de vecteur ~1,5(-2 ]? +

1.3.4 Variations des fonctions associées

Propriété 1.7

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]a; b[ et strictement monotone sur I. Soit « et

B deux réels quelconques.

— La fonction g définie sur I par g(x) = f(x) +  a les mémes variations que f sur I.

— La fonction h définie sur I’ =]a — a; b — af par h(x) = f(x + @) a les mémes variations sur I’
que f sur I (mais « décalées » de —a unités).

Exemple 1.11
Soit f une fonction définie sur [-5; 5] dont le tableau de variations est donné ci-dessous :

x |-5 -2 3 5
4 2
Soit g, h et p les fonctions définies par :
g =f(0)=3;  h(x)=f(x+2); pk)=[f(x-3)+4

La fonction g est définie sur [-5; 5] et son tableau de variation est :

x |=5 -2 3 5
1 -1
¢ \ 3 /v \ »

Pour que h(x) existe il faut que f(x + 2) existe soit =5 < x + 2 < 5 ou encore —7 < x < 3. Ainsi
9, = [-7; 3]. De méme, on obtient facilement que 2, = [-2; 8].
Les tableaux de variations des fonctions & et p sont alors :

x |=7 -4 1 3 x |-2 1 6 8

. 4\0/2\_3 ) 8\4/6\1
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Chapitre 2

Barycentres

« Donnez-moi un levier, un point d’appui, et je souleverai le monde ».

Par cette phrase, ARcHIMEDE (111° s. av. J.-C.) suggere qu’en positionnant correctement un
levier sur un point d’appui, une force quelconque peut soulever n'importe quelle masse.
Derriere cette affirmation, se cache la notion de barycentre (barus : lourd en grec). Cette notion
est d’abord une invention de mécanique et de physique : recherche de centre de gravité, . . ..
ARCHIMEDE est le premier mathématicien a avoir cherché des centres de gravité de surfaces
telles qu'un demi-disque ou une parabole.

Les études d’ARCHIMEDE sur ce sujet seront poursuivies par les physiciens GuLpin et KoniG
au début du xvi® sciecle puis formalisée par le mathématicien Mos1us (1790-1868).

Le calcul barycentrique est tres utile en physique et mécanique mais se retrouve aussi en
géométrie pour repérer des points par rapport a d’autres (on parle de coordonnées barycen-
triques), c’est également un trés bon outil pour résoudre des problemes d’alignement ou de
points de concours.

On le retrouve également en statistiques (moyennes pondérées) et en probabilité (calculs
d’espérances).

2.1 Vecteurs du plan

2.1.1 Définition

Définition 2.1 R

Soit A et B deux points distincts du plan. Le vecteur AB est un objet mathématique caractérisé
—>

[4B]))

par la direction (AB), le sens (de A vers B) et la norme (notée

Si les points A et B sont confondus, AA est appelé vecteur nul. On le note 0.

— =
L'égalité AB = CD signifie que ces deux vecteurs ont la méme direction, le méme sens et la
méme norme. Elle est équivalente a dire que ABDC est un parallélogramme (éventuellement
«aplati »).

Remarque 2.1
—

Pour tout vecteur i du plan et tout point 4, il existe un unique point M tel que AM = 7.
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18 Barycentres

2.1.2 Opérations sur les vecteurs

Définition 2.2 (Addition vectorielle)
Soit i/ et 7 deux vecteurs du plan. La somme des vecteurs il et ¥ peut s’obtenir de deux fagons :

par la relation de CnasLEs : on trace des par la régle du parallélogramme : on trace

2 — — N ) — —
représentants des vecteurs i et v «bout a des représentants des vecteurs i et U de
bout ». méme origine.

— = —

AB +BC =AC

—_ > =

AB+ AD = AC

Définition 2.3 (Produit par un réel)
Soit i/ un vecteur du plan et A un réel. On définit le vecteur Al dans les deux cas suivants :
. - — =4
—sidA=0o0uu=0,alors Aii =0;
— dans les autres cas, le vecteur Aif est le vecteur du plan ayant la méme direction que i,
étant de méme sens que i/ si A > 0 et de sens contraire si A < 0 et enfin, de norme |A| X ||u].

Propriété 2.1
Pour tous les vecteurs i/ et 7 du plan et tous les réels A et y, on a :

A+wid =Ml +pi; A@+0) = Al + A0, AMuw) = Auid

Définition 2.4
Deux vecteurs non nuls sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction. Le vecteur nul est
colinéaire a tous les vecteurs du plan.

Propriété 2.2

Deux vecteurs il et U sont colinéaires si et seulement si il existe un réel A tel que 7 = A7 ou
- —

U= M.

2.1.3 Coordonnées d’un vecteur

R

Dans cette partie, on munit le plan d"un repere (O; i, j).

Définition 2.5 LS.

Les coordonnées d'un vecteur i sont formés de l'unique couple de réel (x; y) tel que &7 = xi+yj.
—

Les coordonnées d'un vecteur i sont les coordonnées du point M tel que OM = 7.

H
Les coordonnées du vecteur AB sont (xp — xa; Y5 — Ya).
Propriété 2.3

Soit i/ et 7 deux vecteurs de coordonnées respectives (x; y) et (x’; ). On a:
- U =Usietseulementsix=x"ety=1vy’;
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2.2 Barycentre de deux points pondérés 19

— les coordonnées de i/ + Usont (x + x’; ¥ + i) ;
— pour tout A € R, les coordonnées de Ail sont (Ax; 1y);
— les vecteurs il et U sont colinéaires si et seulemnt si xy’ — x'y = 0.

2.2 Barycentre de deux points pondérés

2.2.1 Définition

Propriété 2.4

Soit A et B deux points du plan et soit a et deux réels tels Is que & +p #0.
_)

Il existe un unique point G du plan tel que aGA + BGB = 0.

Démonstration :
On a les équivalences suivantes :
4 —))

Par ailleurs, les points A et B sont fixés, le réel aﬁTﬁ aussi (a + B # 0), donc le point G existe et
il est unique.

Remarque 2.2
En observant la derniere égalité obtenue dans la démonstration, on déduit méme aisément
que G est un point de la droite (AB).

Définition 2.6
Dans les conditions de la propriété 2.4, le point G est appelé barycentre des points pondérés
(A, a) et (B, p).

Remarque 2.3

— — = — = — =
Sia+p=0aveca # 0, I'égalité aGA + BGB = 0 équivauta GA = GB soit AB = 0. Le point
G n’existe donc pas si A # B et il peut étre n'importe quel point du plan si A = B.
Le cas a = f = O n’a aucun intérét car le point G peut alors étre n'importe quel point du plan.

2.2.2 Propriétés

Propriété 2.5
Si G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, ), alors pour tout réel k # 0, G est
aussi le barycentre des points pondérés (A, ka) et (B, kp).

Propriété 2.6
Soit A et B deux points du plan et soit a un réel non nul.
Alors le barycentre de (A, a) et (B, ) est le milieu de [AB].

Démonstration :

On reprend la derniere égalité vectorielle obtenue dans la démonstration de la propriété 2.4
et on obtient :
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20 Barycentres

— — — —
AG = “=AB; soit AG = %AB.
Ainsi, G est le milieu de [AB].

Définition 2.7
Dans les conditions de la propriété 2.6, le barycentre de (A, a) et (B, ) est appelé isobarycentre
de ces points pondérés.

Propriété 2.7
Soit G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, p) tels que a + g # 0. Alors, pour tout
point M du plan, on a:

- — —>
aAM + BBM = (a + B)GM

Démonstration :
G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, ), donc :

— — =
aGA +pGB = 0
—\ =
Alors:  a(GM + MA) +p(GM + MB) = 0
— — — >
Donc : (a+B)GM + aMA + BMB = 0
— —> —
Et donc: (a+ B)GM = aAM + fBM

2.2.3 Avec des coordonnées

Dans cette partie, on se place dans un repere (O; Z ]3. On note (x4; ya) les coordonnées d'un
point A dans ce repere.

Propriété 2.8
Soit G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, f) ou a + p # 0. Alors les coordonnées
de G sont données par :

= axa + pxg _aya+ Bys
¢ a+pf c a+p
Démonstration :

On utilise la propriété 2.7 en prenant M = O, 'origine du repere. On obtient :
53 = a0 + 30 et done OG = 04 + .0

(@ +p)GO = aAO + BBO et donc OG = 150A + 750B.

Une égalité vectorielle est également vraie sur les coordonnées donc :

xXG = aaT;;xA + aLjrﬁxB et yc = a(XTﬁyA + a’%ﬁyg. D’ot le résultat.

2.3 Barycentre de trois ou quatre points pondérés

2.3.1 Définition

Propriété 2.9
Soit (A, a), (B, ) et (C, y) trois points ponderes tels queat +p+y #0.
I existe un unique point G tel que aGA + ﬁGB + )/GC = 0.
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Démonstration :
Ona:
— —
aGA + ﬁGB + yGC =0 o aGA+ ﬁ(GA + AB) +y(GA + C) 0
— — >
& (a+ﬁ+y)GA+aAB+ﬁAC= 0

_)
S AG = +ﬁ+yAB + a+ﬁ+VAC

Il existe un unique point G vérifiant cette égalité car les points A, B et C sont fixés ainsi que
les réels a, et y.

Définition 2.8
Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A, a), (B, p) et (C, y).

Remarque 2.4
On peut de la méme fagon définir le barycentre de quatre (ou plus) points pondérés dans le
cas ot la somme des coefficients n’est pas nulle.

Propriété 2.10
Si G est le barycentre des points pondérés (A, a), (B,p) et (C,y) (ot a +  + y # 0) alors pour
tout réel k # 0, G est aussi le barycentre des points pondérés (A, ka), (B, kp) et (C, ky).

Propriété 2.11

Si G est le barycentre des points pondérés (A, a), (B, ) et (C,y) (oua+p+y #0etp+y #0)
alors G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (K, + ) ou K est le barycentre des
points pondérés (B, ) et (C, ).

Cette propriété est appelée propriété d’associativité du barycentre.

Démonstration :
Ona:aGA + pGB + yGC =0 (1) et ﬁKB + yKC =0 (2).
En utilisant 1’égalité (1) :
— —_— = e S Y
(1) & aGA+p(GK+KB)+y(GK+KC)=10
— — — —> - =
& aGA +BGK + BKB +yGK +yKC = 0
— — =
Or, KB + yKC = 0(2), donc:

— — -
(1) & aGA+(B+y)GK=0
Donc G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, + ).

Propriété 2.12
Soit G le barycentre des points pondérés (A, a), (B, ) et (C, ) tels que a + f + y # 0. Alors,
pour tout point M du plan, on a:

—_— — — —>
aAM + BBM + yCM = (a + B + y)GM

Propriété 2.13
Soit G le barycentre des points pondérés (A, a), (B, ) et (C,y). Alors les coordonnées de G
sont données par :

axa + pxg + yxc _aya+Pys+yyc
a+p+y CT T a+p+y

XGg =
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2.3.2 Applications

Exemple 2.1 (Un probleme d’alignement)
Soit A, B et C trois points non-alignés. On note | le barycentre des points pondérés (B, 1) et
(G, 2), et on note G le barycentre des points pondérés (A, —4), (B, 1) et (C, 2).

1. Justifier l'existence des points | et G.

2. Démontrer que les points A, | et G sont alignés.

Réponses :

1. Le point ] est défini car la somme des coefficients des points pondérés vaut 1+2 = 3 # 0.
De méme la somme des coeffcients des points pondérés définissant G vaut -4 +1+2 =
-1#0.

2. G est le barycentre des points pondérés (A, —4), (B,1) et (C,2). Donc d’apres la pro-
priété 2.11 d’associativité du barycentre, G est aussi le barycentre de (A, —4) et (J, 1 +2).
Donc, d’apres la remarque 2.2, le point G appartient a la droite (AJ). Ainsi, les points
G, A et | sont alignés.

Exemple 2.2 (Un probléme de droites concourantes)
Soit ABC un triangle. On consideére les points I, | et K définis par :

I est le milieu de [AB]; ]—()? = %]71 et BK = 3BC.
1. Faire une figure.
2. a. Déterminer des coefficients a et § pour que I soit le barycentre de (A, «) et (B, p).
b. Déterminer des coefficients y et 6 pour que | soit le barycentre de (C, y) et (4, ).

c. Déterminer des coefficients € et 1) pour que K soit le barycentre de (B, €) et (C, 7).

3. Démontrer que les droites (AK), (BJ) et (CI) sont concourantes au point G barycentre
des points pondérés (A, 2), (B, 2) et (C, -3).

2. a. I est le milieu de [AB] donc c’est I'isobarycentre de A et B. On peut donc prendre
a=p=1
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- — — - =

b. OnaJC = % JA donc JC - % JA = 0. En multipliant les deux membres de cette égalité
par 3 on obtient ' : 3]_C) - 2]71 -0
et(A,-2):y=3etd=-2.

— — — - —
¢. On a BK = 3BC. Par la relation de CuasLEs on obtient : BK = 3(BK + KC). Ainsion a :

— — - — — -
—2BK —3KC = 0. Ou encore : 2KB — 3KC = 0, donc K est le barycentre des points
pondérés (B,2) et (C,-3):e =2etn=-3.

3. Le barycentre de (4, 2) et (B, 2) est le point I, donc G est le barycentre de (I, 4) et (C, —3)
et donc G € (CI).
Le barycentre de (B, 2) et (C, —3) est K, donc G est le barycentre de (A,2) et (K, 1) et
donc G € (AK).
Le barycentre de (A, 2) et (C, —3) est aussi le barycentre de (A, —2) et (C, 3) (on multiplie
les coefficients par —1) et c’est donc le point J. Donc G est le barycentre de (J,-1) et
(B,2), et donc G € (B)).
Ainsi, G appartient aux trois droites qui sont deux a deux distinctes, donc G est leur
point de concours.

. Ainsi | est le barycentre des points pondérés (C, 3)

Exemple 2.3 (Un probleme de lieu)
Soit ABC un triangle de centre de gravité G et K le barycentre des points pondérés (A, 2),
(B,2) et (C,—1). Déterminer I'’ensemble des points M du plan qui vérifient :

— —_— — . . —
1. 2MA + 2MB — MC colinéaire a AB;
— — — —_— = —
2. |I2MA + 2MB — MC]|| = |2MA — MB — MC||;
— —_— — —_— = —
3. [2MA + 2MB — MC|| = |[MA + MB + MC(]|.

Réponses :
— — — —
1. D’apres la propriété 2.12, pour tout M, on a MA + 2MB — MC = (2 +2 — 1)MK car K est
le barycentre des points pondérés (A, 2), (B,2) et (C, -1).

Ainsi, la condition proposée est équivalente a 3MK est colinéaire 2 AB ou encore a dire
que M = K ou (MK)//(AB).
Le lieu des points M est donc la parallele a (AB) passant par K.

. —_— = —
2. Transformons l’écriture de 2MA — MB + MC :
—_— = = — —>
2(MG + GA) = MG - GB - MG - GC
—_ = =
= 2GA-(GB+ Gc)
— — e e
= 2GA - (—GA) carGA+GB+GC= 0
—
= 3GA

—_— = —
2MA - MB - MC

On obtient donc :

— _ = _— — — —_— —>
[I2MA + 2MB — MC|| = |2MA — MB — M(C|| < ||BMK]|| = ||3GA]|
— —
— |[IMK]| = ||GA]|
— MK=GA

Ainsi, le lieu des points M est le cercle de centre K et de rayon AG.

1. Cette étape n’est pas indispensable mais elle permet d’obtenir des coefficients entiers.
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3. Ona:

—_— — — —_— = — — —
2MA + 2MB — MC|| = [MA + MB + M(C|| < ||BMK]| = [I3BMG]|
— MK =MG

Le lieu des points M est donc la médiatrice du segment [KG] ('ensemble des points
équidistants des extremités K et G).
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Chapitre 3

Le second degré

3.1 Fonction polyndome

Définition 3.1
On appelle fonction polyndme ou plus simplement polynome toute fonction f qui peut s’écrire
sous la forme :

fixr—ax" + a, 1x"!

+---+mx+ay oupouri=0,1,...,n, onag; €R

Remarque 3.1

Quelques points de vocabulaire :

— sin est le plus grand entier pour lequel a, # 0, on dit que le degré du polynéme est n;

— chaque a; est appelé coefficient d’ordre i du polynéme;

— les termes a;x’ sont appelés les monomes ;

— un polyndme formé de trois mondmes est parfois appelé trindme et plus généralement, si
a # 0, le polyndme ax? + bx + c est appelé trindme du second degré (méme si b ou c est nul).

Exemple 3.1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x* + 2)(3x — 5). La fonction f est une fonction
polyndéme car en développant, on peut écrire :

f(x) = 3x> = 5x% + 6x — 10

Ainsi f est un polyndme de degré 3. Le coefficient de f d’ordre 2 est —5.

Exemple 3.2

Les fonctions affines non constantes sont des polynémes de degré 1.
Les fonctions constantes sont des polyndmes de degré 0.

La fonction constante nulle est aussi appelé polyndme nul.

Propriété 3.1 (admise)
Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et que leurs coefficients
de méme ordre sont deux a deux égaux.

Exemple 3.3

Pour tout réel x on a 2x> — 5x% + 4 = a3x® + ayx? + a1 x + do. Alors la propriété 3.1 nous permet
d’affirmer que :

as :2,l12 = —5,(11 = Oetao =4.
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3.2 Polynéme de degré 2

3.2.1 Forme canonique

Propriété 3.2
Soit ax? + bx + ¢ un trindme du second degré (donc a # 0). Il existe des réels a et f tels que :

ax* + bx +c = a(x + @)* - B
L'écriture a(x + a)? — B est appelée forme canonique du trindme.
Démonstration :

ax’+bx+c = a

Onaalorsa =2 etf = Pdac
Exemple 3.4
Déterminer la forme canonique du trindme du second degré f défini par f(x) = 2x* —5x + 3,
puis résoudre f(x) = 0.

22 -5x+3 = 2(x*-3x)+3
= 2(x2—2><x><§+(2)2—(%)2)+3
_ 2(x—§)2—§—5)+3
= 2(x-3) -%+%
= 2(-3 -

= 1), 76 7

= (-3 -(3) =0

= (x—%—i)(x—%+i)20
= (x-3)x-1)=0

& x=3oux=1
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3.2.2 Représentation graphique

Soit f un polyndme du second degré défini par f(x) = ax® + bx + ¢ (aveca # 0). On a vu avec
la propriété 3.2 qu'il existe deux réels a et § tels que f(x) = a(x +a)’ = B.

En notant ¢, la courbe représentative de la fonction x + ax? (quis 0bt1ent fac1lement a partir
de la courbe représentant la fonction carré), on a €5 = t(¢,); ot il = —ai - Bj ]

Ainsi, la représentation graphique d’une fonction polynéme est une parabole tournée vers
le haut sia > 0 et tournée vers le bas sia < 0.

Exemple 3.5
On reprend le polynome f de 'exemple 3.4. En notant 4" la courbe représentative de la
fonction x > 2x2.

On a alors 6y = H{€) ou il = 2i — gﬁ

3.3 Equation de degré 2

Définition 3.2
Un équation du second degré est une équation pouvant s’écrire sous la forme :

ax* +bx+c=0aveca# 0

On appelle discriminant d'une telle équation le réel noté A = b* — 4ac.

Remarque 3.2 (Vocabulaire)
Si P est un polyndme du second degré, alors I'équation P(x) = 0 est une équation du second
degré. Les solutions de cette équation sont appelées les racines du polyndme P.

Théoréme 3.1

Soit ax? + bx + ¢ = 0 (ot a # 0) une équation du second degré. On note A son discriminant.
On a trois cas possibles :

— si A < 0 alors I’équation ax? + bx + ¢ = 0 n’a pas de solution ;

— si A = 0 alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 a une unique solution xo = —£.
— si A > 0 alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 a deux solutions distinctes :

b+ VA _-b-VA

X1 = et X, =
2a 2a

Démonstration :

D’apres la propriété 3.2 et sa démonstration, on sait qu'il existe «a et f réels tels que :

b* — 4ac
4q

b
ax2+bx+c:a(x+a)2—ﬁaveca:Zetﬁ:
Ainsi, en posant A = * —4acon a:

al+bx+c=0 = a<x+21)2——=0

= (x+%)2——:0

En remarquant que 44 > 0 (car 4 # 0), on a alors trois cas possibles :
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4a2
réel strictement positif ; elle ne peut donc pas étre nulle : l’équatlon n’a pas de solution;

— siA = 0, alors 'équation de départ est équivalente a (x+£)? = 0 qui a une unique solution :
Xo = —

2
- si A < 0 alors —5 > 0 et I'expression (x + %) — ;5 est donc la somme d’un carré et d'un

b .
2a 7
— si A >0 alors \/Z existeetona:

a2 +bx+c=0 (x+£)2—(ﬂ)2=0

= (x+——ﬂ)(x+—+ﬂ):0
= (v+50) (x+ 58) =0
b= VA —b+\/_

Ainsi, I’équation a alors deux solutions x; = —

Exemple 3.6

Résoudre dans R I'équation x*> + x — 1 = 0.

On calcule le discriminant: A =12 -4 x 1 x (-1) =5 > 0.
L’équations a donc deux solutions distinctes :

x—_l_\/g—_l_\/getx——_1+\/5
" ox1 T 2 27

5 —1+\/_

ﬂ

Onadonc:.¥ = {

> } La solution x, est appelée nombre d’or et souvent noté ®.
Exemple 3.7

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = 5241,

La fonction f est une fonction rationnelle; elle est donc définie pour tous les x qui n’an-
nulent pas le dénominateur. Les valeurs interdites sont donc les solutions de l’équation
2x*-3x-2=0.

Calculons le discriminant de cette équation du second degré A = (=3)2-4x2x(-2) =25 > 0.
VB _ 5 gy, = BV

L'équation a donc deux solutions : x; = >3 o) 5
L'ensemble de définition de f est donc R\{ ; 2}

Remarque 3.3
Soit ax? + bx + ¢ = 0 une équation du second degré (a # 0).
Sia et c sont de de signes contraires, alors ac < 0 et donc —4ac > 0. Dans ce cas, A > 0.

Remarque 3.4

Il est parfois utile de chercher des solutions « évidentes » : par exemple sia + b + ¢ = 0 alors
x = 1 est une solution évidente cara x 12+ bx1+c=a+b+c=0.

L’autre solution est alors °.

3.4 Signe d'un trindme de degré 2

3.4.1 Factorisation d’un trinéme du second degré

Théoreme 3.2 (admis)
Soit ax? + bx + ¢ un trindbme du second degré (a # 0) et A son discriminant. On a alors trois
cas possibles :
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3.4 Signe d’un trindme de degré 2 29

— si A <0 alors ax? + bx + ¢ n’est pas factorisable ;
— si A =0alors ax® + bx + ¢ = a(x — xp)* o1 X = — 3 ;

— si A > 0alorsax? +bx +c = a(x — x;)(x — x2) ol x; = =

Exemple 3.8
Factoriser le trindme 3x% — 5x — 2.

On calcule A = (—5)2 —4x3X%x(-2) =49 > 0; donc le trindme a deux racines :
_ =(5)-V& _ ~(=5)+ V49

a= 2x3 - et :8 2><+3 =2

On a alors : 3x2 — 5x 2=3(x+3)(x-2).

3.4.2 Signe d'un trindme du second degré

Théoreme 3.3
Soit ax? + bx + ¢ un trindme du second degré. On pose A = b — 4ac.

si A <0, alors pour tout x € R, ax? + bx + ¢ est du signe de a.
si A =0, alorspour toutx # —Z, ax? + bx + ¢ est du signe de a.

siA>0, alorsax®>+bx+c
— est du signe de a pour x «a l'extérieur des racines » de ax* + bx + ¢,
— est du signe contraire de a « a I'intérieur des racines » de ax> + bx + c.

Démonstration :

SiA<Oonaax>+bx+c=a ((x + Ly 4u2) (D apres la dém de la prop 3.2.) La parenthese
est donc strictement positive pour tout x € R, donc ax? + bx + ¢ est du signe de a.

On utilise une démonstration analogue pour le cas ot A = 0.

Enfin, si A > 0, on utilise un tableau de signes pour obtenir le résultat annoncé.

Exemple 3.9
On considére le trindme 6x? — 10x — 4. A = 10?> — 4 X 6 X (—4) = 196. Les racines du trindme
sont :

- V1% 1 10 + V196

%6~ 3%t g T2

Représentons sur un axe gradué «l'intérieur » et «1'extérieur » des racines :

X1 =

| ' ' | ' J% O i i 1 i i i ' ' |

En vert : «l’extérieur » des racines, et en bleu « l'intérieur » des racines.

— Pour x € ] [ (x a l'intérieur des racines), 6x> — 10x — 4 est du signe contraire de 6 soit

6x* — 10x — 4 <0
— Pourx € ]—oo; ——[ U ]2; +oo[ (x & 'extérieur des racines), 6x> — 10x — 4 est du signe de 6 soit

6x* —10x—4>0
On regroupe ces résultats dans un tableau de signes :

x —00 -3 2 +00

6x> —10x — 4 + 0 - 0 +

Un trindme : quatre inéquations possibles
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— La solution de I'inéquation 6x* — 10x —4 > O est: . =]

— La solution de I'inéquation 6x* — 10x —4 > O est: .’ =] ;

— La solution de I'inéquation 6x* — 10x —4 < O est: . =] — % ;21
— La solution de I'inéquation 6x* — 10x —4 < O est: . = [-3;

3.5 Récapitulons...

3.5.1 Représentation graphique d’un trinéme

Soit &2 une parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ dans un repere orthogonal. On ne connait
pas la position précise de &7 dans le repere, mais on peut étudier sa position par rapport a
I’axe des abscisses ; en effet :

si A >0, l'équation ax? + bx + ¢ = 0 a deux solutions donc & coupe I'axe des abscisses en
deux points;

si A =0, l'équation ax® + bx + ¢ = 0 a une unique solution : on dit que & est tangente a ’axe
des abscisses ;

si A <0, l’équation ax? + bx + ¢ = 0 n’a pas de solution donc  ne rencontre pas I'axe des
abscisses.

De plus, on montre facilement a 1’aide du produit d'une fonction par un réel que sia > 0, la
parabole est « tournée » vers le haut, et sia < 0, la parabole est « tournée » vers le bas.

Enfin, en utilisant I'écriture canonique du trindme ax* + bx + ¢ = a(x + a)*> — B, on obtient les
b2 —4ac

coordonnées du sommet S de la parabole : S(-a; —B). (On avait trouvé a = £ et g = =

On regroupe les résultats dans le tableau suivant en notant :
— 2 la parabole d’équation y = ax? + bx + c ot a # 0.

- A:b2—4acavecx0:—%siA:Oetxl: _b;u‘/z,x :#siA>O.
A>0 A=0 A<O
a>0

) A " A\ A
\O'/ ol o 0]

\ 4

a<0
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3.5.2 Programmons...

Voici le programme permettant a votre calculatrice de vous donner le discriminant et les
éventuelles racines d’un polyndme du second degré s’écrivant sous la forme Ax* + Bx + C:

Programme pour une casio :

"CALCUL DISCRIMINANT :"

"AX? + BX +C"
"ATIA
"B"?—B
"C"7-C

"DELTA=":B*-4xAXC — Da

D=0=Goto 1

D<0=Goto 2

D>0=Goto 3

Lbl1

"UNE SOLUTION"
—-B/(2x A)a

Stop

Lbl2

"AUCUNE SOLUTION"
Stop

Lbl 3

"2 SOLUTIONS"
"X1=":(-B—- \D)/(2x A)4
"X2=":(-B+ \/D)/(2x A)4
Stop

T.Rey - Cours de premiére S

Programme pour une TI :
PROGRAM :DEGRE2

Disp "CALCUL DISCRIMINANT :"
Disp "AX? + BX + C"

Prompt A,B,C

ClrHome

B2—4xAxC—D

Disp "DISCRIMINANT",D

If abs(D)=0

Then

Disp "1 SOLUTION",—B/(2 X A)4
Else

IfD>0

Then

Disp "2 SOLUTIONS"

Disp (-B - \/(D))/(Z X A)4
Disp (-B + \/(D))/(Z X A)4
Else

Disp "AUCUNE SOLUTION"
End

End

13 mai 2009
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Chapitre 4

Trigonométrie et repérage

Lorsque qu’on cherche une rue sur un plan de ville, on repére le rectangle ot se trouve
cette rue grace a une lettre qui définit une colonne et un nombre qui définit une ligne du
quadrillage sur le plan. Les marins ou les géographes reperent un point sur la Terre grace a
sa longitude et sa latitude. Les astronomes ont besoin, eux, de trois mesures pour repérer un
objet spatial, par exemple deux angles définissant une direction et une distance caractérisant
I'éloignement de 1'objet sur la direction.

Le repérage est donc indispensable dés lors qu’on cherche a définir la position d"un objet dans
un espace. Les repéres que nous avons utilisé jusqu’a présent sont dit cartésiens, adjectif créé
en hommage a Descartes (1596 - 1650) mathématicien et philosophe frangais qui inventa
en méme temps que FErmat (1601 - 1665) mais indépendamment de lui, le systéme de
coordonnées que nous utilisons couramment. Les reperes cartésiens utilisés jusqu’a présent
permettent de positionner des points dans un plan. Ils peuvent étre complétés par une
troisieme coordonnée permettant de se repérer dans 1’espace a trois dimensions '. Ces reperes
ne sont pourtant pas les seuls permettant de positionner des objets, nous allons découvrir
dans ce chapitre comment se repérer sur un plan avec un angle et un rayon : grace aux
coordonnées polaires.

4.1 Trigonométrie

4.1.1 Enroulement de R sur le cercle trigonométrique

Définition 4.1 L

Dans un repere orthonormé (O;i, j), le cercle de centre O et de rayon 1 est appelé cercle
trigonométrique.

Sur ce cercle, le sens direct est contraire au sens de rotation des aiguilles d’une montre et le
sens indirect est le sens de rotation des aiguilles d"une montre.

>R
1

Sur la figure ci-apres, on a tracé le cercle trigonométrique ¢ d’un repeére orthonormé (O; i, j
ainsi qu'une droite graduée d d’origine I, paralléle a (O; ]3 et de méme unité que le repére.
La droite d représente 'ensemble R des nombres réels : a chaque réel x correspond le point
de d qui a pour abscisse x sur la droite d. En « enroulant » cette droite d autour du cercle
trigonométrique, a chaque point de d va correspondre un unique point de %'

Ondit quele point de ¢ qui correspond au réel x est]'image de x sur le cercle trigonométrique.

1. Et méme par plus de coordonnées si on travaille, et c’est courant en mathématiques, dans des espaces
ayant plus de trois dimensions.
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34 Trigonométrie et repérage

Ainsi le point A d’abscisse 2 sur la droite d se retrouve sur le point B du cercle ¢; 2 est alors
une mesure de l'arc orienté IB et B est 'image du réel 2 sur le cercle trigonométrique.

A
Jay

T~

II

On peut remarquer que A’ d’abscisse 2 + 27 sur d se retrouve aussi en B apres I’enroulement
de d sur le cercle?.

/ D
— o .|

Définition 4.2

Le radian est une unité de mesure des angles. On note cette unité rad.

Un angle de centre O a pour mesure 1 rad s’il intercepte sur le cercle trigonométrique un arc
de mesure 1.

Remarque 4.1
Les mesures d'un angle en degrés et en radians sont proportionnelles. On donne dans le
tableau ci-dessous quelques correspondances :

mesure en degrés 0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 360° | ~57°
mesure en radians | 0 rad z rad I rad z rad Z rad | mrad | 2w rad | 1rad

Remarque 4.2
On a vu que plusieurs points de la droite 4 qu’on 2
enroule autour du cercle trigonométrique peuvent 3T 3 —
se retrouver sur le méme point de ce cercle. Ainsi, 7 4//

un point du cercle trigonométrique peut étre as-

socié a plusieurs mesures d’angles différant d'un
multiple de 2. T
On appelle mesure principale d'un angle exprimée
en radians la mesure de cet angle qui est comprise
dans l'intervalle | — 7t ; +7].

/w

x|
T

3.

1
| |7
T
o4

;
\
AN

. . . 7
C1—cont.re, quelques mesures pr1nc,1p§11es d’angles o
(en radians) sur le cercle trigonométrique : 3

i
\
1

Exemple 4.1
Le point A correspond sur le cercle trigonométrique au réel x = ZX. En plagant A, on peut
facilement trouver la mesure principale de 1’angle correspondant : il s’agit de —7.

On remarque que Z* — (—%) = 27.

2. Mais apres avoir effectué un tour complet du cercle. . .
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4.1 Trigonométrie 35

4.1.2 Angle de vecteurs non-nuls
Définition 4.3
Soit x et y deux réels quelconques. Soit M et N les images respectives de x et y sur le cercle
> 2 —_—

trigonométrique du repere (O; 1, j). Les mesures en radians de 1’angle orienté (OM, ON) sont
les réels y —x + 2km ou k € Z.

— —
On note (OM,ON) = y — x + 2km, ou k € Z.

Propriété 4.1

Soit M et N deux points du ceEIS) tﬂgonométrique du repére O;1, ]3. Il existe une unique
mesure en radian a de ’angle (OM, ON) appartenant a l’intervalﬁ) ] Y 7.

Cette mesure a est appelée mesure principale de I’angle orienté (OM, ON).

On a alors MON = ||

Définition 4.4 R R

Soit i/ et 7 deux vecteurs non nuls. Soit A et B les points du plan tels que OA = il et OB = 0.
On note respectivement A’ et B’ les intersections des demi-droites [OA) et [OB) avec le cercle
trigonométrique du repere (O; 0 f).

Les mesures en radians de 1’angle orienté (i7, ¥) sont alors les mesures en radians de I'angle
orienté (E)Z‘T3 , 5]5?).

PN
~

A 3 y
N
ly -
: | \&

<

<

<

Propriété 4.2 (Relation de Chasles (admise))
Soit 17, 7 et @ trois vecteurs non nuls. On a :

(it,0) + (0, w) = (i, W) + 2k, k € Z

Propriété 4.3 (Conséquences)
Soit i et 7 deux vecteurs non nuls. On a :

(77/1’7) = _(17/ 5)/' (_1’_[/ _77) = (1’_[/ 17)/' (J/ _6)) = (LT,’5> + 7

v

<
<
A
<
<
v

Ces égalités sont vraies
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a un multiple de 27t pres, on dit « a 2km-pres ».

4.1.3 Lignes trigonométriques

Une ligne trigonométrique est une expression désignant une des fonctions trigonométriques
étudiées en classe de seconde : cosinus, sinus et tangente. Cette expression vient du fait que
cosinus, sinus et tangente d un réel sont les longueurs de segments (de lignes) sur une figure.

Définition 4.5 L

Soit x un réel et M son image sur le cercle trigonométrique du repére (O;1, j). Le cosinus
de x est le réel noté cos(x) égal a 1’abscisse de M. Le sinus de x est le réel noté sin(x) égal a
l'ordonnée de M.

Propriété 4.4 (déja vue en seconde)
Pour tout réel x et tout entier relatif k on a :

-1 <cos(x) <1 cos?(x) + sin*(x) = 1 sin(x + 2kmt) = sin(x)
-1 <sin(x) <1 cos(x + 2k7t) = cos(x)

On a vu que si x est un réel et k un entier relatif, les images de x et x + 2k sur le cercle
trigonométrique sont confondues. On a alors la définition suivante :

Définition 4.6
Le cosinus (resp. sinus) d'un angle orienté est le cosinus (resp. le sinus) d'une mesure en
radians de cet angle orienté.

Propriété 4.5 (Angles associés)
Soit x unréel. On a:

cos(—x) = cos(x) cos(1t — x) = — cos(x) cos(x + 1) = — cos(x)
sin(—x) = — sin(x) sin(rt — x) = sin(x) sin(x + 1) = —sin(x)
cos (x + %) = —sin(x) cos (% - x) = sin(x)
sin (x + g) = cos(x) sin(% — x) = cos(x)

Idée de la démonstration :

Les images des réels x, 7 — x, 7 + x et —x sur | Les images des réels x et J —x sur le cercle tri-
le cercle trigonométrique sont les sommets | gonométrique sont symétriques par rapport
d’un rectangle de centre O et dont les axes de | a la droite d’équation y = x. Les images sur le
symétrie sont les axes du repére : cercle trigonométrique des réels 7 —x et 7 +x

sont symétriques par rapport a (O; ]'_5 :

T—X sim x X . . )
R J 7 2t ——5 =X 7
~ - ,
S - cos X .
N 7 7
~ s - 7 X
1< > i 4
- ~ = COs 7
// \\ Z //
- N .
/// \\\ //
. N = >
X+ -X 7 7 cos
,/
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41.4 Equations
4.1.4.1 Résolution de l’équation cosx =a

Distinguons plusieurs cas :

— sia| > 1, I'équation n’a pas de solution car pour tout x € R,onacosx <1;

- si |a| < 1, la perpendiculaire a O;1) passant par H(a;0) coupe le cercle trigonométrique
en deux points; il existe donc deux points du cercle trigonométrique ayant pour abscisse
a : les points M et N images des réels a et —a ot a €]0; m[. L'équation cosx = a a donc
deux solutions dans | — 7t ; 7] et les solutions dans R sont les réels s’écrivant sous la forme
a+2knet—a+2knoukeZ;

— sia =1, les points M et N définis précédemment sont confondus et ont pour abscisse 1.
L’équation cos x = a admet une unique solution dans | — 7t; 7] : x = 0. Dans R les solutions
sont les réels s’écrivant 2km otk € Z;

— sia = -1, les points M et N définis précédemment sont confondus et ont pour abscisse —1.
L’équation cos x = a admet une unique solution dans | —7t; 7] : x = 7. Dans R les solutions
sont les réels s’écrivant i + 2kmt ot k € Z.

4.1.4.2 Résolution de 1’équation sinx =a

Distinguons plusieurs cas :
— sila| > 1, I'équation n’a pas de solution car pour tout x € R,onasinx <1;

-

— sila| < 1, la perpendiculaire a (O; j) passant par H(0;a) coupe le cercle trigonométrique en
deux points; il existe donc deux points du cercle trigonométrique ayant pour ordonnée a :
les points M et N images des réels @ et m — a ott @ €] — 7; m]. L'équation sinx = a a donc
deux solutions dans | — 7t ; 7] 3 et les solutions dans R sont les réels s’écrivant sous la forme
a+2knetn—a+2knoukeZ;

H
jla

— sia =1, les points M et N définis précédemment sont confondus et ont pour ordonnée 1.
L'équation sin x = 4 admet une unique solution dans | - 7t; 7] : x = 7. Dans R les solutions

3. Attention : une solution est «, I'autre est la mesure principale de @ — a qui peut éventuellement étre
différente de = — «.
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sont les réels s’écrivant 7 + 2km ou k € Z;

— sia = -1, les points M et N définis précédemment sont confondus et ont pour ordonnée —1.
L'équation sin x = a admet une unique solution dans | -7t; ] : x = —=7. Dans R les solutions
sont les réels s’écrivant —7 + 2kmt ot k € Z.

Propriété 4.6 (Synthese)

Soit x et y deux réels quelconques :

— l'égalité cosx = cosy équivant a x = +y + 2krmt;

— l'égalité sinx = sin y équivaut a x = y + 2kt ou x = mw — y + 2km.

Exemple 4.2
On considere I'équation (E) : sin(x) = cos(3).

1. Résoudre dans R I'équation (E).
2. Résoudre dans | — 7t; m] I’équation (E).

1. En utilisant la propriété 4.5, on remarque que cos(5) = sin(5 — ).

L'équation (E) est donc équivalente a sin(x) = sin(%). Les solutions sont donc :

x =% +2kn
ou keZ
x=m—2+2kn =2+ 2kn

2. Parmi les solutions précédentes, cherchons celles qui sont dans l'intervalle | — 7t; 7].
On obtient deux solutions : ¥ et %”.

4.2 Repérages du plan

4.2.1 Repérage cartésien

Définition 4.7

Un repere cartésien du plan est constitué d"un point O appelé origine du repére et de deux
vecteurs i et fnon colinéaires. On le note (O;1, ]3

Les coordonnées d"un point M du plan sont I'unique couple (x; y) tel que OM = xl + y ]

Les coordonnées d'un vecteur i du plan sont 'unique couple (x; y) tel que i/ = xXi+ y ]

Remarque 4.3
Les droites (O; i) et (O; j) sont appelées les axes du repére. Si les axes sont perpendiculaires,

on dit que le repere est orthogonal et si de plus les vecteurs et j_)sont de méme norme, on
dit que le repére est orthonormal ou orthonormé.

Propriété 4.7
Soit A(xa; y4) et B(xg; yp) deux points et leurs coordonnées dans un repere.

—
Les coordonnées du vecteur AB sont (xp — xa; Y5 — Ya).

Si le repere est orthonormé, on a AB = \/ (xp —x4)* + (Y — Ya)>.
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4.2.2 Repérage polaire

Pour se repérer dans le plan avec des coordonnées polaires, on a besoin d"un point origine O

-

et d’un vecteur unitaire 7. Ce couple (O; 1) est appelé repere polaire du plan. O est le podle et la

-

demi-droite [O; i) 'axe polaire.

Définition 4.8 M
Soit M un point du plan distinct de O. Un couple! de

coordonnées polaires du point M est un couple (7; 0) out L

r = OM € R, et 0 € R une mesure de l'angle orienté 0

—
(Z OM). Ces coordonnées polaires sont relatives au re- O 7
pere polaire (O; i)

Remarque 4.4

rd
Le repérage polaire consiste donc a donner un « cap » : 'angle formé avec le vecteur i et une
distance appelée aussi rayon.

Remarque 4.5

Les coordonnées polaires d'un point du plan ne sont pas uniques : les coordonnées polaires
(2; 1) et(2; %) sont celles d'un unique et méme point du plan.

En imposant a 0 une valeur dans l'intervalle | — 7r; 7] les coordonnées polaires sont alors
uniques *.

Remarque 4.6

Le repérage en coordonnées polaires permet de donner I'équation de certaines lignes tres
facilement. Par exemple 1’équation r = 3 caractérise le cercle de centre O et de rayon 3.

Par contre ’équation caractérisant une parabole ou une droite quelconque est beaucoup plus
difficile a écrire. ..

4.2.3 Changements de type de repérage

Soit M un point du plan. On note (x; y) ses coordonnées cartésiennes et (7; 0) ses coordonnées
polaires.

Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires :

On a vu que dans le repérage polaire r est la distance OM, ainsi on a r = /x? + 2.

O est alors une mesure de I'angle tel que cos 0 = £ et sin0 = 2.

Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes :
s . . , ) x=rcosf
Les propriétés du cosinus et du sinus nous permettent d’obtenir : y = rsin@

Exemple 4.3

g;%) et B(—5;5) dans ce repere. Soit

Soit (O;1, ]3 un repere orthonormal du plan. Soit A(
C(2; 2?”) dans le repere polaire (O; ;)

-

1. Déterminer les coordonnées polaires de A et B dans le repere polaire (O; i).

1. Attention : il n’est pas unique!
4. C’estaussile cassionimpose a 6 d’étre dans un intervalle du type Ja ; a+2n], ott @ est un réel quelconque.
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2R
1

/J)-

2. Déterminer les coordonnées cartésiennes de C dans (O;
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Chapitre 5
Dérivation

La notion de nombre dérivé, puis de fonction dérivée sont nées au xvir® siecle (presque)
simultanément chez deux scientifiques Lemsniz (1646-1716) et NEwToN (1642-1727) & partir
de deux problémes trés différents.

On a vu dans le chapitre 1 que LeisNiz avait le premier parlé de fonction numérique. Il
s’est aussi intéressé aux courbes représentatives de ces fonctions et en particulier aux droites
joignant deux points d"une telle courbe. Les points A(a; f(a)) et M(a + h; f(a + h)) sont sur la
courbe représentative d"une fonction f. Le coefficient directeur de la droite (AM) est w
Qu’advient-il de ce coefficient directeur lorsque les deux points A et M sont tres proches I'un
de l'autre, « infiniment proches » ?

NEwTON s’est intéressé aux mouvements et en particulier aux vitesses d’objets en déplace-
ment : & un instant ¢, un objet a parcouru une distance d;, a lI'instant t + k (h > 0), il a parcouru
la distance d,. Sa vitesse moyenne entre les instants t et t + h est donc V,,, = dzh;dl. Que devient
cette vitesse lorsque les instants f et t + /1 sont trés proches, « infiniment » proches ?

Dans les deux cas, on est amené a travailler sur des nombres « infiniment proches » et donc a
devoir calculer des quotients de nombres « infiniment proches de 0 ». Pour cela, nous allons
définir! la notion de limite qui a posé de nombreux soucis aux mathématiciens d’avant

NewToN et LEieNiz (Voir par exemple les paradoxes de ZENON D’ ALEXANDRIE).

5.1 Taux de variation

Dans cette partie, f est une fonction numérique définie sur un intervalle I, et € sa courbe
représentative dans un repere. a2 et x sont deux réels distincts dans l'intervalle I privé de ses
bornes. On note & le réel non nul tel que x =a + h.

5.1.1 Taux de variation
Définition 5.1

Le taux de variation de la fonction f entre a et x est le quotient :

f@ - f@ _ fa+h - f@

X—a h

1. Dans un premier temps de maniere «intuitive» ...
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Exemple 5.1
Pour f définie sur R par f(x) = x?, le taux de variation de f entre a eta + h est :

) — 2 _ 2 2 2 _ 2
f(a+})l f(a)z(a+h})l a _a +2ahh+h a gtk

Exemple 5.2
Pour f définie sur R par f(x) = x> — 2x + 4, calculer le taux de variation de f entre a eta + h.

fla+h)—fla) a>+2ah+h*—2a—-2h+4—(a>—2a+4) 2ah+h*-2h

p p p =20-2+h

5.1.2 Interprétation graphique

On note A le point de ¢ d’abscisse a, et M celui
d’abscisse x.

Le taux de variation de la fonction f entre a

et x, (%) est le coefficient directeur de la

droite (AM).

5.2 Nombre dérivé

f est une fonction numérique définie sur un intervalle I, et € sa courbe représentative dans
un repere. a et x sont deux réels distincts dans I'intervalle I privé de ses bornes. On note  le
réel non nul tel que x =a + h.

5.2.1 Nombre dérivé

Définition 5.2

Lorsque h se rapproche de plus en plus de 0 (soit quand x se rapproche de a), si le taux de
variation w devient de plus en plus proche d'un nombre réel I fixe, on dit que la limite
lorsque h tend vers 0 de ce taux de variation vaut /. Dans ce cas on dit que f est dérivable en

a et cette limite est appelée nombre dérivé de f en a. On note :

£/(a) = lim

h—0

[

fla+h)—fa) _
. =
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5.2.2 Interprétation graphique

Lorsque h se rapproche de 0, le point M se
rapproche de A, et la droite (AM) se rapproche
d’une « position limite » appelée tangente a ¢
au point A; son coefficient directeur est alors

f'(@).

Propriété 5.1

Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle I et dérivable en a € I. La tangente
T, ala courbe %} a pour équation :

Ty = f'(a)(x—a) + f(a)

5.2.3 Interprétation cinématique

On considére un objet en mouvement. On note t la durée en secondes de son parcours, et
y(t) la distance en metres, parcourue apres t secondes.

Le taux de variation de y entre deux instants t; et ¢, : Y-yt

entre les instants t; et £,.

~—— est la vitesse moyenne de I'objet
2—h

Définition 5.3
Dans les conditions précédentes, la limite quand ¢, se rapproche de t; du taux de variation
(c’est a dire le nombre dérivé de y en t;) est appelée vitesse instantanée de I’objet a I'instant ¢,.

V(t) = lim ylta) —yt) _ .yt + 1) - y(h)

bhoti ty— 1 h—0 h

Exemple 5.3

Onlache un objet en chute libre. On note x(t) la distance parcourue (en m) apres f secondes. On
admet que la distance parcourue s’exprime en fonction du temps de parcours par x(t) = 4,9x2
Calculer la vitesse instantanée de I'objet apres une chute de ¢ secondes.

On exprime le taux de variation de x entre les instants t et t + /i :

x(t+h)—x(t) 49(t+h)*> — 4,92
o= 7 - 7

En développant, réduisant et simplifiant, on obtient :

Y 498 + 2th + h*) — 49 9,8th + 4,91

p p =9,8t+49h

Lorsque h tend vers 0, ce taux de variation se rapproche de 9,8t : %irrol(9,8t +49t)=9,8t.

Donc la vitesse instantanée de1’objet en chute libre est donnée par l’expression v(t) = x(t) = 9,8t.
Apres 5 secondes de chute libre, la vitesse est de 9,8 X 5 = 49 m/s. (soit 179,4 km/h).
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5.3 Fonction dérivée

5.3.1 Fonction dérivée

Soit f une fonction définie et dérivable en tout 2 d’un intervalle I. On a vu que pour a € I,

limy, ¢ w existe et on I'a appelée « nombre dérivé de f en a » et noté f'(a).

Définition 5.4
Soit f une fonction dérivable en tout x d"un intervalle I, alors la fonction qui a x associe f’(x)
est appelée fonction dérivée de f sur I. On la note f'.

5.3.2 Approximation affine

On a vu que si f est une fonction dérivable en a alors au point A(a; f(a)), la courbe %7
admet une tangente T,. On pourrait montrer ? que la tangente est la droite passant par A qui
s’approche le plus de ¢f «au voisinage » du point A.

La tangente T, est la droite d’équation y = f’(a)(x — a) + f(a). Elle est aussi la représentation
graphique d’une fonction affine x — f’(a)(x — a) + f(a). Cette fonction est appelée meilleure
approximation affine de f au voisinage de a.

Depuis le début du chapitre (voir partie 5.1, page 41), on note & le réel tel que x = a+h; avec
cette notation on peut écrire que la fonction 1 — f’(a) xh+ f(a) est la meilleure approximation
affine de la fonction 1 — f(a + h) au voisinage de 0. Ceci s’écrit :

si f est dérivable ena alors f(a +h) = f'(a) X h + f(a) lorsque h = 0

Lorsqu’on calcule par une approximation on commet une erreur®. Il est intéressant de
connaitre un ordre de grandeur* de l'erreur commise.

Dans le cas qui nous intéresse, 'erreur commise en remplacant f(a + h) par f'(a) X h + f(a)
est:

DM = [fa+h)—(f(a) xh+ f(a))|
- hxw—f’(a)xh‘

i e(h)]

2. Rassurez-vous, I’emploi du conditionnel vous indique qu’on ne le fera pas ici. . ..

3. Erreur qu’on commet volontairement, pour se simplifier les calculs, car on n’a pas toutes les informations
nécessaires pour effectuer un calcul exact, . ..

4. Nous aurons l'occasion lors d"une séance de module ultérieure de préciser la notion d’ordre de grandeur.
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otte(h) = L0 _ f1(q),
Or si h tend vers 0 alors w tend vers f’(a) donc e(h) tend vers 0.

Dong, lorsque h est proche de 0, |e(h)| est aussi proche de 0 et donc I'ordre de grandeur de
|h| X |e(h)| est inférieur a celui de |h].

5.3.3 Méthode d’EULER”®

Soit f une fonction numérique dont on ne connait que la dérivée f’ et un point de la courbe
représentative. Pour tracer une courbe approchée de %%, nous allons effectuer plusieurs
approximations affines successives.

Soit A(a; f(a)) le point connu de €7 ; la meilleure approximation affine de f au voisinage de
aest f(a+h) = f'(a) X h+ f(a)lorsque h = 0.

On se fixe une valeur de h « proche » de 0 : on a alors y; = f’(a) X h + f(a) qui est proche de
f(a + h); donc le point M, (a + h; y,) est proche du point A; de ¢ d’abscisse a + h.

En considérant que f(a + h) = y;, on peut réitérer le procédé et donner la meilleure approxi-
mation affine de f(a + h + h’) au voisinage de 0 : f(a+h + h’') = f'(a + h) X b’ + y; lorsque
h" = 0.

En prenant i’ = h, on pose alors y, = f'(a+h) X h + y; ; donc le point My(a + 2h; y,) est proche
du point A, de € d’abscisse a + 2h.

On recommence en posant y3 = f'(a+2h) xh+ 1y, qui est proche de f(a+3h) donc Mz(a+3h; y3)
est proche de A3 € ¢ d’abscisse a + 3h. ..

Exemple 5.4
Soit f la fonction telle que f’(x) = x pour tout x € R, et dont la courbe passe par A(0;1).

On pose I = 0,2 et on applique la méthode d’EuLER :
yi=f'(0)xh+ f(0)=0xh+1=1:o0nplace M;(0,2;1).
ya=f'(h)xh+y, =h*+1=1,04:on place M>(0,4;1,04).
Y3 = f'(Qh) X h + y, = 2h* + 1,04 = 1,12 : on place M3(0,6;1,12).
Méthode d’EuLEr avec h = 0,5 : Méthode d’EuLEr avech = 0,2 :

.
-

5. Leonhard EuLer (1707-1783) : mathématicien suisse. Un des mathématiciens les plus productifs de tous
les temps. Il a travaillé dans beaucoup de domaines (notre trigonométrie moderne provient essentiellement de
son Introductio de 1748). Il est aussi l'inventeur de beaucoup de notations que nous utilisons encore aujourd’hui
(m, £ pour les sommes, r pour les rayons, A, B, ... pour les sommets d"un polygone, cos et sin, . ..)

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



46 Dérivation

5.3.4 Dérivées des fonctions usuelles
5.3.4.1 Fonction constante

Soitk € Ret f:x+—k, pourx € R.

pour h # 0, f—(“h;_f © - k= .

Donc f est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) = 0.
La dérivée d’une fonction constante est la fonction nulle.

5.3.4.2 Lafonction x — x",n € N*

Soit n € N* et f la fonction définie sur R par f(x) = x". Alors f est dérivable sur R et pour
x€R,ona f'(x) = nx"1.

Idée de la démonstration :

Soit x € R et  un réel non nul. Calculons le taux de variation de f entre x et x + h.
Onad’abord f(x+h) = (x+h)". En développant cette expression on va obtenir des termes en
x", enx"" ! xh,enx"2xHh?,...etenh". En observant attentivement la maniére de développer
le produit (x + h)(x + h) ... (x + h), on remarque que le terme x" apparaitra une seule fois et le
terme x"~! X h apparaitra n fois. On a donc :

(x+h)" =x"+nxx"h+.. X"+ + 1"

Donc :
fa+h) - fx) nxx"h+.. x4+ b
h - h
avec Q(x, ) une expression polynomiale dépendant de x et de 4 : sa limite lorsque h tend

vers 0 existe donc.
Ainsi, on obtient :

lim for ) = &) = lim (nx”‘l +hQ(x, h)) = nx"!

h—0 h x—0

= nx""' + hQ(x, h)

Remarque 5.1

On a donc les résultats suivants :

si f(x) =xalorspourx € R,ona f'(x) =1;
si f(x) = x* alors pour x € R, on a f'(x) = 2x;

si f(x) = x? alors pour x € R, on a f'(x) = 3x?;

Exemple 5.5

Soi f la fonction définie sur R par f(x) = x°. Déterminer 1'équation de la tangente a ¢ au
point d’abscisse 1.

Le coefficient directeur de la tangente a 45 au point d’abscisse 1 de ¢ est f'(1). Pour calculer
£'(1) on peut utiliser deux méthodes :

— la définition du nombre dérivé : c’est la limite lorsque / tend vers 0 du taux de variation
fA+h)-f1) |
h 7
— ou, et c’est plus rapide, la fonction dérivée de f : on a pour tout x € R, f'(x) = 3x?; donc
f(1)=3x1%>=3.
Deplus,ona f(1) = 1¥ = 1.L’équationde T; estdonc: y = f/(1)(x — 1) + f(1),s0ity =3(x - 1) + 1
ou encore, en réduisant : Ty : y = 3x — 2.
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5.3.4.3 Fonction inverse
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 1. Alors f est dérivable sur R* et pour x # 0,

fre)=-%.

Démonstration :
Pourx#0eth#0telsquex+h #0,0ona:

x—(x+h)
fa+h)—f0) - Tw h 1
h ~  h h x(x+hh  x(x+h)
On a donc:
- f) 1y 1
bim 7 =i\ xeaw) T R
Exemple 5.6

Soit f la fonction inverse : pour x # 0, f(x) = 1. Déterminer une équation de la tangente a ¢}
au point d’abscisse 1.

Cette tangente T; a pour équation y = f'(1)(x — 1) + f(1).

Pour la déterminer nous avons besoin de f'(1) et de f(1) = % =1

On a pour tout x # 0, f'(x) = —% donc f/(1) = —-% = -1.

Ainsi Ty a pour équationy = -1 X (x—1)+1soit Ty : y = —x + 2.

5.3.4.4 Fonction racine carrée

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = +/x. Alors f est dérivable sur R’ et pour x € R},
ona f'(x) = 21—%

Attention : f n’est pas dérivable en 0

Démonstation :

Pourxe R ethe R, ona:

fe+h) = f(x)  Vx+h—+x  Vx+h*—+x* _ h B 1
h - h (Vi h+ VD) h(Vxth+vx) Vet h+ Vx

Onadonc:
x+h)— f(x 1 1
o fr - _
h—0 h h—0 \/x + h + \/E 2 \/E
Six =0,pourh>0,0ona w = % = # Ainsi, lorsque h tend vers 0, VI aussi donc %

prend des valeurs de plus en plus grandes. Donc la limite lorsque & tend vers 0 de ce taux
de variation n’existe pas : la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

Application au tracé de la courbe :

Pour tracer la courbe représentant la fonction racine carrée on dresse un tableau de valeurs et
pour chaque point de ce tableau on calcule le coefficient directeur de la tangente a la courbe
en ce point, puis on détermine I'équation de la tangente :
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a

f(@)
f'(a)

— N = s [

NI = | =
— N
M3

3

—ena = }, I'équation de la tangente est :
y=1x(x—-1) +1isoity=x+1;
—en a = 1, I'équation de la tangente est :
=lx—1D+1soity =1 1. /
y=5x—-1)+1soity=3x+3; > |
—en a = 2, I'équation de la tangente est :
y=550-2)+ V2 soit y = "4—‘/§+g.

.|

.

5.3.4.5 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et on a pour x € R, cos’(x) = —sin(x) et
sin’(x) = cos(x).

5.4 Opérations sur les fonctions dérivables

5.4.1 Dérivée d’une somme

Propriété 5.2

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On note f la fonction définie sur [
par f(x) = u(x) + v(x) (on note aussi f = u + v sur I). Alors la fonction f est dérivable sur I et
pour x € I, f’(x) = u’(x) + v'(x). Onnote f" =u’ +v'.

Exemple 5.7

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> + x> + 3.

f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R, et pour x € R, on a :
f/(x) = 3x* + 2x

5.4.2 Produit par un réel

Propriété 5.3

Soit 1 une fonction dérivable sur un intervalle I, et A un réel quelconque. On note f la fonction
définie sur I par f(x) = Au(x) (onnote f = Au sur I). Alors la fonction f est dérivable sur I et
pour x € I, f’(x) = Au’(x). On note f" = Au'.

Exemple 5.8
Soit f définie sur R par f(x) = 2x?, et ¢ définie sur R par g(x) = 4x° — 2x.
Alors, f'(x) =2 x2x et ¢'(x) =4 X 3x> — 2.

Conséquence :
Les fonctions polyndomes sont donc dérivables sur leur ensemble de définition.

5.4.3 Dérivée d’un produit

Propriété 5.4
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Soit f la fonction définie sur I par
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f(x) = u(x)v(x). Alors, f est dérivable sur I et pour x € I, f'(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’(x). On note
f'=u'v+uv.

Exemple 5.9
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x> y/x.
f estdérivable sur R’, comme produit de fonctions dérivables: f s’écrit uxvavec { z

ol u est dérivable sur R et v dérivable sur R}.

’ =3 2
Onadonc: u, () _ f .
v(x)_ 2\/3?

Avec ces notations, ona f’ = u'v + uv’ donc:

Pour x > 0, f/(x) = 1w/ (¥)o(x) + u(x)o'(x) = (33) V& + ¥ x % =3 Vi~ ﬁ

En simplifiant, on obtient méme :

f(x) = 3x2\/_+ 5% x‘/_\/_\/_ x* Vx + x2 x—Zx\/_

Propriété 5.5 (Conséquence)

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit f la fonction définie sur I par f(x) =
(u(x))*. Alors la fonction f est dérivable sur I et pour tout x € I, on a f’(x) = 2 X u(x) X ' (x).
On écrit :

(uz)/ = 2uu’

5.4.4 Dérivée d'un quotient

Propriété 5.6
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, avec v(x) # 0 pour x € I. Soit f la fonc-

43 Alors, f estdérivablesurletpourx €, f'(x) = ot ub’)

tion définie sur I par f(x) = ) 0(x))?

On note f" = 2,

Exemple 5.10
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = 3=,
f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur

, " u(x) =3x—-4
ne s’annule pas:ona f = % avec o) =x2+3
On a donc: w(x) =3 Et ainsi, f' = Y% Donc :

| v(x)=2x ’ v ’
_3X (T +3)-GBx-4x(2 —3x?
Pour x € R, f(x) (x*+3) - (x2 ) (x): 3x +8x2+9.
(x2 +3) (x2 +3)

Conséquence :

Les fonction rationnelles (quotients de deux polynémes) sont dérivables sur leur ensemble
de définition.
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Propriété 5.7 (Conséquence)

Soit u une fonction définie, dérivable et qui ne s’annule pas sur un intervalle I. Soit f la

g)nction définie sur I par f(x) = ﬁ Alors f estdérivable sur et pourx € Iona f'(x) = —Z(—g;.
n écrit :

(@) =i
u)  u?
5.4.5 Composée avec une fonction affine

Propriété 5.8

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Soit m et p deux réels quelconques.
Soit | l'intervalle tel que mx + p € I et soit f la fonction définie sur | par f(x) = u(mx + p).
Alors f est dérivable sur J et pour x € Jona: f'(x) = m X u'(mx + p).

Exemple 5.11

Soit f la fonction définie par f(x) = cos(2x + }) et ¢ la fonction définie par g(x) = V2x + 3.
La fonction f est définie et dérivable sur R et on a pour x € R, f'(x) = —2sin(2x + 7).

La fonction g est définie sur [-3; +oo[ et dérivable sur ] — 2; +oo[.

_3 4 = 1 =1
Pour x > —3,ona f'(x) 2X =T o

Propriété 5.9 (Conséquence)
Sia et b sont deux réels quelconques et n € N*, alors f : x = (ax + b)" est dérivable sur R et
pourx € R,ona:

f'(x) = na(ax + b)Y

On pourra se référer a 'annexe B de la page 113 pour un tableau récapitulatif des dérivées
de fonctions usuelles.

« Les mathématiques sont un jeu qu’on
exerce selon des régles simples en mani-
pulant des symboles et des concepts qui
n’ont en soi, aucune importance particu-
liere »

HILBERT
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Chapitre 6

Produit scalaire

Le produit scalaire ! (vient du latin scolaris : escalier, échelle) est une opération s’appliquant a
deux vecteurs. Il a été inventé par deux physiciens GrassMANN et GiBBs et a été baptisé ainsi
par le mathématicien irlandais Hamirron (1805-1865).

En mathématiques, il permet d’utiliser les notions euclidiennes de distances, angles, ortho-
gonalité dans des espaces de dimension quelconque. Il est aussi utilisé dans des notions
beaucoup plus complexes qu’on ne détaillera pas ici.

En physique, il caractérise la notion de travail d"une force sur un déplacement mais est aussi
utile en hydrodynamique, électromagnétisme, . . ..

Les vecteurs pouvant étre vus sous plusieurs « aspects » (géométrique et algébrique), on
retrouve plusieurs définitions équivalentes du produit scalaire. Nous allons les étudier dans
ce chapitre et nous reviendrons sur ses applications dans le chapitre 8.

6.1 Produit scalaire de deux vecteurs

6.1.1 Projection orthogonale
Définition 6.1
Soit O, A et B trois points non-alignés du plan. Le projeté orthogonal de B sur la droite (OA)

est le pied de la hauteur issue de B dans le triangle OAB. Sur les figures ci-dessous, H est le
projeté orthogonal de B sur (OA) :

B B

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

g ;
& & oA @ == L= > °
0) H A H 0 A

6.1.2 Produit scalaire
Définition 6.2
Soit i/ et U deux vecteurs du plan. Soit O un point du plan.

On note A et B les points du plan tels que OA = ilet OB = 7.
On appelle produit scalaire de il par ¥ le réel noté i - U tel que :

1. Un scalaire est un « numérique » donc un nombre réel pour nous. C’est aussi un poisson, mais la, ¢an’a
plus rien a voir avec les maths ; pour plus de détails, parlez-en a votre prof de SVT préféré. ..
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—sif=0oud=0alorsiZ-7=0;
- siil # 0 et ¥ # 0 alors, en notant H le projeté orthogonal de B sur (OA),
— —
- siO_z)ﬁlet(llisontdemémesens,ﬁ-iz OA X OH;
— si OA et OH sont de sens contraire, i/ - 7 = —OA X OH.

B B

| |

| |

U : :

| |

: :

f . "

0 7 H > A H > A

u-v=0Ax0OH

Remarque 6.1
En notant 6 l'angle (géométrique) formé par les vecteurs i/ et U, on remarque que si 6 est
aigu, le produit scalaire de i/ par 7 est positif et si 6 est obtu, le produit scalaire est négatif.

Remarque 6.2
Le produit scalaire d’un vecteur i par lui-méme est noté 2. Il est égal a ||]|* et on 'appelle
carré scalaire de 1.

Remarque 6.3

Sur la figure ci-contre, en appliquant la défi-
nition, on obtient facilement les égalités sui-
vantes :

_— D — = — =
OA-OB =0A-0OC =0A-0OD = OAXOH

6.1.3 Vecteurs orthogonaux

Définition 6.3
Soit i/ et 7 deux vecteurs du plan. Soit O un point du plan et soit A et B les points tels que
— —
OA = il et OB = 0. Les vecteurs i et U sont dits orthogonaux si 'une des deux situations
suivantes est réalisée :
> - 5 -
—1uUu=00uv=0;
— les droites (OA) et (OB) sont perpendiculaires.

Propriété 6.1

Soit i et ¥ deux vecteurs du plan. Les vecteurs i/ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si
> -

u-v=0.

Démonstration :
— Soit i et ¥ deux vecteurs orthogonaux, on a deux cas :
_si#=0oud= 6, alors le produit scalaire est évidemment nul;
— si i/ et Usont non-nuls, avec les notations de la définition 6.2, on a (OA) L (OB), le projeté
orthogonal de B sur (OA) est O donc i - 7 = OA x OO = 0.
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— Soit i/ et ¥ deux vecteurs tels que i/ - 7 = 0. Par définition, on a i7- 7 = +OA X OH. On a deux
cas possibles :
— soit OA = 0 c’est-a-dire que i = 0 donc 17 et 7 sont orthogonaux ;
— soit OH = 0 c’est-a-dire que 7 = 0 ou B appartient a la perpendiculaire a (OA) passant
par O donc dans les deux cas, les vecteurs if et 7 sont orthogonaux.

6.2 Autres expressions du produit scalaire

6.2.1 Géométriquement

Propriété 6.2
Soit i et U deux vecteurs non nuls du plan. On note 0 ’angle (géométrique) formé par ces
vecteurs. Alors :

il -3 = |[idl] X [I9]] X cos(0)

Démonstration : R R
Soit O un point du plan. On note A et B les points du plan tels que OA = i/ et OB = 7. Soit H
le projeté orthogonal de B sur (OA). On note 0 I'angle géométrique formé par les vecteurs i/

et: 6 = AOB.

Premiercas: 60 € [0; 7]

Dans le triangle OBH rectangle en H on a OH = OB cos(0). Donc :

ii-7=0A X OBcos(0) = ||i]] X ||7]| cos(O)

Deuxieme cas: 0 € [Z; 7].

Dans le triangle OBH rectangle en H on a OH = OB cos(rt — 8) = —OB cos(0). Donc :

ii-7=—0A X (—OB cos(0)) = ||i]| X ||7]| cos(0)
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6.2.2 Propriétés algébriques

Propriété 6.3
Soit i, U et W trois vecteurs du plan. Soitk € R.On a:

-v=0-i; W+0)-w=u-w+70-w; (ki) -0=k(i-0)

Démonstration :

— les premiére et troisieme égalités se démontrent aisément avec la propriété 6.2 car cos(0) =
cos(—-0); R

- }E)ur la degiéme : soit O un point du plan, on note A, B et C les points tels que OA = i,
AB=7etOC =

6.2.3 Dans un repere orthonormal

Propriété 6.4
Soit u(x; y) et ¥(x’; y’) dans un repere orthonormal (O; 1, j). Alors :

i-7=xx'+yy

Démonstration :
On utilise la propriété 6.3.

N A S S S
Onau=xi+yjetv=x"i+y’j. Ainsi:

(i + ) - @+ ) )
(xz) « D+ () (v J)+(yJ) 1c4 J)+(y1) ')

xx'i- z+(xy +xy)z ]+yy] ]
= xx' +yy

> -
u-o

En effet, en appliquant la propriété 6.2, le repére étant orthonormal, on a :

- >
1-1

g Kt 2, Tt
= ||1||2 cos(0) =1 et -7 = lill X |Il| cos (E) =0

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



6.2 Autres expressions du produit scalaire 55
6.2.4 Avec les normes
Propriété 6.5
Soit i/ et 7 deux vecteurs du plan. Alorson a :
it-= 2 (Id+ P ~ P - )
2
Démonstration :
Développons ||if + | :
i +aP = (@+79)?

= 42T+

= [P + 9P + 211 &
Onadonc:2i-7 = il +d)|* — ||u]|> = ||F]|*> d’otr le résultat.
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Chapitre 7

Dérivation : applications

7.1 Variations d’une fonction

7.1.1 Des variations au signe de la dérivée

Propriété 7.1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, alors :

— si f est strictement croissante sur I, alors f’ est positive (ou nulle) sur I;

— si f est constante sur I, alors f est nulle sur I ;

— si f est strictement décroissante sur I, alors f’ est négative (ou nulle) sur I.

Démonstration du premier cas : on considere une fonction f strictement croissante sur I;

soit x € I et h € R* tel que x + & € I. Etudions le signe du taux de variation de f entre x et

x + h. On a deux cas possibles :

—sih>0,onax <x+hor f est strictement croissante sur I donc f(x) < f(x + h) et donc
fGc+ 1) = ) > 0;

—-sih <0,onax+h < xor f est strictement croissante sur [ donc f(x + h) < f(x) et donc
flx+h)— f(x) <O0.

Dans les deux cas, on a montré que f(x + h) — f(x) et h sont de méme signe ; donc la quotient

w est strictement positif. Si on donne a / des valeurs de plus en plus proches de 0,

le taux de variation restera strictement positif. On admet alors que dans ce cas, la limite du

taux de variation (donc le nombre dérivé) est positive ou nulle;

Les autres cas se démontrent de la méme maniere .

7.1.2 Dusigne de la dérivée aux variations

Théoréme 7.1 (admis)

Soit f une fonction dérivable sur une intervalle I, alors :

— sipourx € Iona f’'(x) >0, alors f est croissante sur I;
— sipourx € Iona f’(x) =0, alors f est constante sur I ;

— sipourx € Iona f’'(x) <0, alors f est décroissante sur .

Exemple 7.1 (trivial)

Soit f la fonction carré. On a donc pour x € R, f(x) = x? et donc f’(x) = 2x. Pour tout x € R_,
f’'(x) < 0 donc f est décroissante sur R_. De méme, sur R, f’(x) > 0 donc f est croissante sur
R..

1. Ceux qui ne me croient pas le font; ils verront que c’est vrai!
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7.2 Extrema d’une fonction

7.2.1 Définitions

Définition 7.1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit c un réel de I :

— dire que f(c) est un maximum de f signifie que pour x € I, f(x) < f(c);
— dire que f(c) est un minimum de f signifie que pour x € I, f(x) > f(c).

Définition 7.2

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit ¢ un réel de I. Dire que f(c) est un maxi-
mum local (resp. minimum local) de f signifie qu’il existe un intervalle ouvert | contenant c
tel que f(c) soit un maximum (resp. minimum) de f sur J;

Exemple 7.2
Sur la figure ci-contre, on a tracé la représen-

tation graphique d’un fonction f définie sur
7N /

.|

- sur I, f(=1) = 2 est un maximum local de

fi -
— sur ], f(1) = 1 est un minimum local de f;
— sur I, f(4) = 3 est le maximum de f.

I=1[-3;4]:
— sur I, f(=3) = -1 est le minimum de f; // \

~

Définition 7.3

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit m et M deux réels. Alors :

— on dit que m est un minorant de f sur I si pour toutx € [ona f(x) > m;

— on dit que M est un majorant de f sur I si pour tout x € Iona f(x) < M;

— si f admet a la fois un majorant et un minorant sur I, on dit que f est bornée sur I.

Remarque 7.1

Si m est un minorant de f sur I, alors tout réel m’ < m est aussi un minorant de f sur I. De
méme, Si M est un majorant de f sur I, alors tout réel M’ > M est aussi un majorant de f sur
L

7.2.2 Propriétés

Propriété 7.2 (admise)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f(c) est un extremum local de f alors

f'(c) =0.

Remarque 7.2

Attention la réciproque est fausse! En effet considérons la fonction cube : f(x) = x°. La
fonction f est dérivable sur R et on a f’(x) = 3x* donc f’(0) = 0. Pourtant f(0) n’est pas un
extremum local de f.

Propriété 7.3
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit c € I tel que f’ s’annule en c en

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



7.3 Résolution d'un probléeme 59

changeant de signe (c’est-a-dire par exemple que poura < x <c¢, f'(x) > Oetpourc <x < b,
f'(x) < 0) alors f(c) est un extremum local de f.

Remarque 7.3
On peut facilement observer le résultat de la propriété précédente dans des tableaux de
variations :

X c X c
f(©)
Floere fl s
f(c) est un minimum local de f. f(c) est un maximum local de f.

7.3 Résolution d’un probleme

Exemple 7.3

Une boite a la forme d"un prisme droit a base
triangle isocele comme sur la figure ci-contre.
Les rectangles ACDF et ABEF ont des dimen-
sions fixes : AB = 5 et AF = 20 (en centi-
metres). On note x la distance BC et l'objet
du probléme est de déterminer x pour que le 5

volume de la boite soit maximal. 20

T

On peut commencer par remarquer que x € [0; 10] (pour que le triangle ABC existe).
Notons 7 le volume de la boite. On a ¥ = @4pc X CD.

Soit H le pied de la hauteur issue de A dans ABC. Ce dernier étant isocele, H est le milieu de
[BC].

On a donc AH = (25— 1x2 = $ V100 — x2. Ainsi, @pc = 3 X x X 3 V100 — x2 et donc ¥ =
5x V100 — 22 = 5V10022 — x*.

Soit f la fonction définie sur [0; 10] par f(x) = 100x? — x*. Sur [0; 10], 1a fonction f ales mémes
variations que x — 4/f(x) car la fonction racine carrée est strictement croissante sur R,. De

plus, en multipliant une fonction par 5 (5 > 0) on ne change pas ses variations donc f et ¥
admettent les mémes variations sur [0; 10]. Etudions les variations de f sur [0;10] :

f est définie et dérivable sur [0; 10] et pour x € [0;10], on a:

F/(x) = 200x — 4x° = 4x(50 — x%) = 4x( V50 — x)( V50 + x) = 4x(5 V2 — )(5 V2 + x)
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Ftudions le signe de f’(x) suivant les valeurs de x :

x |0 5V2 10

4x + +
5V2 —x + 0 -
5V2+x + +

f'(x) + 0 -
2 500
/ 0 g

Ainsi f admet un maximum pour x = 52 donc ¥ sera maximum pour x = 5 V2 aussi. On
a alors 7 = 250 cm®.
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Chapitre 8

Produit scalaire : applications

8.1 Equations cartésiennes dans le plan

8.1.1 Projeté orthogonal d’un vecteur sur une droite

Définition 8.1 . N
Soit d une droite munie d"un repere (O; i). Soit i un vecteur du plan de représentant AB. On
note respectivement C et D les projetés orthogonaux de A et B sur d.

—
Le projeté orthogonal du vecteur i/ sur d est le vecteur CD.

Propriété 8.1

Soit d une droite munie d"un repere (O; ). Soit 7 un vecteur du plan. Le projeté orthogonal
de i sur d est le vecteur & = (i - i)i.

Attention : (f- i) est un produit scalaire donc un réel, ainsi, (f- LT)?est bien un vecteur.

Démonstration : N . N
En utilisant les notations de la définition précédente, on a v = CD = +CD - i suivant si CD et

2 R
i sont de méme sens ou pas.
2 S rd ) rd 2 2 . . 2 rd A 2
De plus,i-u=1-AB =1-CD = £CD X ||i|]| suivant si CD et i sont de méme sens ou pas. Or i
. K . .7 2 ? rd
est le vecteur unitaire de d donc ||i|| = 1; ainsi, i - = +CD et donc (i - i) - i = +CD - i.

8.1.2 Equation de droite

Définition 8.2
Soit d une droite du plan et 77 un vecteur du plan. On dit que 7 est un vecteur normal a d si la
direction de 7i et celle de d sont orthogonales.

Remarque 8.1
Dans les conditions de la définition, si A et B sont deux points distincts sur d, 7i est un vecteur

L, =
normaladsiz-AB = 0.
Propriété 8.2

Le plan est muni d’un repére orthonormal. Soit 4 une droite du plan de vecteur normal
#(a; b). Alors, il existe ¢ € R tel qu'une équation de d est ax + by + ¢ = 0.
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Démonstration : N
Soit A(x4; y4) un point de d. Un point M(x; y) appartient a d si et seulement si AM et i sont
orthogonaux. Ainsi :

JEEEEEEN 5
M(x;y)ed & AM L
—_—
& AM-i=0
© (x—xa)Xa+(y—-ya)xb=0
© ax+by+ (—axa—bxg) =0

En prenant c = —ax4 — by, on obtient I'équation voulue.

Exemple 8.1
Soit A(2; —-3), B(—1;2) et C(3;5) dans un repere orthonormal. Déterminer une équation de la
hauteur issue de A dans le triangle ABC.

On note & cette hauteur; elle admet BC pour vecteur normal et passe par A. On a B_C>(4; 3)
donc une équation de / est de la forme 4x + 3y + ¢ = 0. Or h passe A donc les coordonnées de
A vérifient I'équation de /1, on a donc 4 X 2 + 3 X (=3) + ¢ = 0 donc ¢ = 1; une équation de h
estdx +3y =1.

Propriété 8.3 (Réciproque)

Le plan est muni d’un repere orthonormal. Soit 7i(4; b) un vecteur non nul du plan et ¢ un
réel.

L’ensemble des points M dont les coordonnées (x; y) vérifient 1'équation ax + by + ¢ = 0 est
une droite de vecteur normal 7.

Démonstration :

On note Z I’ensemble des points M(x; y) tels que ax + by + ¢ = 0.

Le vecteur i est non nul donc a et b ne peuvent-étre simultanément nuls. Sia # 0, le point
A(=%£;0) € 9 car ses coordonnées vérifient ax+by+c = 0.Sia = O alors b # 0 donc A(0; ;) € Z.
Ainsi, I'ensemble Z contient au moins un point; dans la suite on considérera que A est un
point fixé de Z. On a alors ax, + by, +c = 0.

Un point M(x;y) € Z si et seulement si ax + by + ¢ = 0 en soustrayant membre a membre
avec |'égalité précédente, on obtient :

Mx;y) €2 o a(x—xa)+bly—ya) =0
—
e n-AM=0

Avec 71 le vecteur de coordonnées (a;b). Ainsi M € & si et seulement si M est sur la droite
passant par A et normale a 1. Donc & est une droite de vecteur normal 7.

Conséquence :

un vecteur directeur de la droite d est i(-b; a).

8.1.3 FEquation d’un cercle

Propriété 8.4
Le plan est muni d'un repeére orthonormal. Le cercle de centre A et de rayon R a pour équation
cartésienne :

(x—xa)*+ (y—ya)* =R
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Démonstration :

Un point M(x; y) € Gar si et seulement si AM = R. Or AM et R sont des distances donc des
réels positifs ; d’ott M(x; y) € Gar si et seulement si AM? = R>.

Cette derniere égalité est équivalente a ’équation proposée dans la propriété.

Propriété 8.5

— —
Soit A et B deux points distincts dans le plan. L'ensemble des points M vérifiant AM-BM = 0
est le cercle de diametre [AB].

Démonstration :
On a AM - BM = O si et seulement si M = A ou M = B ou ABM est rectangle en M.

Le dernier cas nous donne le cercle de diametre [AB] privé de A et B ; les deux premiers cas
« completent » le cercle.

Exemple 8.2
Dans un repere orthonormé, on donne A(3;2) et B(—1;4). Déterminons 1"équation du cercle
de diametre [AB] :

— —

M(X;y)GCK[AB] s AM-BM=0

& (x—xa)x—xp)+ Y —ya)y—ys) =0

& -3+ D)+ (y-2)(y-4) =0

& x*-2x-3+yP-6x+8=0

& (x-12-1-3+¥y-3)*-9+8=0 (Mise sous forme canonique)
& (x-1)%+@wy-3)?%=5

Donc le cercle de diameétre [AB] a pour centre Q(1; 3) et pour rayon r = V5.

8.2 Relations dans le triangle
8.2.1 Théoréme de la médiane

Théoréeme 8.1 (de la médiane)
Soit ABM un triangle et I le milieu de [AB].
Alorsona:
1 B
MA? + MB? = 2MI* + EAB2 I

Démonstration :
L’idée de la démonstration ! est d’écrire les distances au carré comme des carrés scalaires et
ensuite de décomposer le vecteur par la relation de CHasLEs ; il reste alors a développer en

1. Idée qu’il faudra savoir utiliser par vous méme en exercices. . .
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utilisant les identités remarquables. On a :

— —
+ = +
MA? + MB? MA? + MB?
— 2 — =
= (M1+1A) n LMI+IB)
-— — - — — 2 =
= MI +2MI-IA + IA? + MI2 + 2MI - IB + IB2
el e
- 2M12+1A2+132+2M1-(1A+IB)
- —
= 2MP + 1AB? + 1AB? + 2MI - 0
= 2MP +iAB?

2

Exemple 8.3

ABCD est un parallélogramme de centre I. On donne AB =7, AD =5et BD = 8.

Calculer AC.

Dans ABC, I est le milieu de [AC]. On a donc : BA* + BC* = 2BI* + 1AC?. Or Bl = iBD; en
remplagant, on obtient :

2
AC? :2(BA2+BC2—2(%BD) ) =2(7"+5"-2x4%) =84

Donc AC = \/8_4=2\/2_1.

Exemple 8.4
En utilisant une démonstration analogue a celle du théoréme de la médiane, montrer que si
ABM est un triangle avec I milieu de [AB] on a les deux égalités suivantes :

2 2 _ o RA TR R ar2 L 1a2
MA*® — MB* = 2MI - BA; MA -MB =MI- - IA

8.2.2 Théoréme d’Al-Kashi

Théoréme 8.2 (d’Ar-KasHi ?)
Soit ABC un triangle quelconque. On note
a=BC,b=ACetc=AB. Alors:

¢ =a® + b* — 2abcos (a

Démonstration :
Il suffit d’écrire :

— = —_— = =

2
¢ = AB* = (AC + CB) =~ AC2+2AC-CB+CB? =1 +a>—2CA-CB = @ + b~ 2ab cos (C)

Remarque 8.2
On obtient de la méme fagon :

b =a*+ ¢ —2accos(§) eta® = b + c? —ZbCCOS(Z)

2. Ar-Kasur de son nom complet GHrvatH Ap-DIN JamsHID Mas'ub AL-KasHI : mathématicien et astronome
perse du XVe siecle. Il réussit a déterminer une valeur de 7 avec 15 décimales; il faudra attendre deux siecles
pour battre ce record.
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8.2.3 Trigonométrie dans le triangle

Propriété 8.6 (Aire d'un triangle)
Soit ABC un triangle. En utilisant les notations du théoréme d’ArL-Kasnron a :

1 —~ 1 -~ 1 o~
ppc = Ebc sin(A) = 5ac sin(B) = Eab sin(C)

Démonstration : .
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). Alors & = AB X CH et CH = ACsin(A) ou

CH = ACsin(nt — A) = ACsin(A) (suivant si A est aigu ou obtu). D’ot1 le premier résultat; les
autres s’obtiennent de la méme maniere.

Propriété 8.7 (des sinus)
Soit ABC un triangle. En utilisant les notations du théoréme d’ArL-Kasnion a :

a b c
sin(Z) sin(ﬁ) sin(E)

Démonstration :
On utilise I'égalité de la propriété 8.6 et on divise chaque membre par 1abc. On obtient :

29/apc sin(;{\) B sin(E) B sin(a)
abc a b ¢

Par passage a l'inverse, on obtient le résultat annoncé.

8.3 Trigonométrie

8.3.1 Formules d’addition

Propriété 8.8
Soit a et b deux réels. Alors :

cos(a +b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a —b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a—b) = sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)
Démonstration :

Soit (O;Z ]'_5 un repere orthonormal et ¢ le cercle trigonométrique associé. Si a et b sont
deux réels, on note A et B les points de ¢ correspondants. Leurs coordonnées sont alors
A(cos(a); sin(a)) et B(cos(b); sin(b)).

- —
Ona OA-OB = 0OA x OB X cos(a — b) = cos(a — D). R
En utilisant I'expression du produit sg}air_e> dans un repere orthnormal (O—1>4 et OB ont les
mémes coordonnées que A et B) ona: OA-OB = cos(a) cos(b) +sin(a) sin(b). D’ou1 la deuxieme
égalité.
En posant b’ = —b on obtient cos(a + b’) = cos(a) cos(=b") + sin(a) sin(-b") = cos(a) cos(b’) —
sin(a) sin(V’) (c’est-a-dire la premiere égalité).

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



66 Produit scalaire : applications

Ona:

sin(@+b) = cos(%—(a+b))

2
- cos((3-0)-)

= Cos (% - a) cos(b) + sin (% - a) sin(b)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Enfin, en posant b’ = —b dans cette troisieme égalité, on obtient la quatriéme.
p g q

8.3.2 Formules de duplication

Propriété 8.9
Soit a un réel. Alors :

cos(2a) = cos?(a) — sin*(a) = 2 cos*(a) — 1 = 1 — 2 sin*(a) et sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

8.4 Lieux de points

Les exemples qui suivent ne sont pas un « catalogue » exhaustif des méthodes a utiliser pour
chercher un lieu de points mais comme leur nom l'indique de « simples » exemples !

Exemple 8.5
Soient A et B deux points du plan tels que AB = 5.

1. Déterminer I'ensemble & des points M du plan tels que AM - AB = 0.
2. Déterminer I'ensemble &, des points M du plan tels que MA? — MB? = 4.

Réponses :
1.
—_— —
Meé& & AM-AB=0
— -
& AM = 0 ou (AM) L (AB)

ou A est la perpendiculaire a (AB) passant par A. Donc &1 = A.
2. Soit I le milieu de [AB]. On a :

— —
Meé& o MA?2-MB =4
— 2 — 2
PN (MI+IA) _ M1+IB) —4

- — =

PN MIZ+2M1-1A+1A2—(M12+2M1-IB+IBZ):4
e e

PN 2M1-(1A—IB):4
—_— =

o MI-BA=2
— —

o IM-AB=2

- —

En notant H le point de [IB] tel que IH = %, onalH-AB=1IHXAB =2,donc H € &,.

— — —_ S = —

Ainsi IM - AB = 2 si et seulement si IM - AB = IH - AB; c’est-a-dire si et seulement si M
et H ont le méme projeté orthogonal sur (AB). Donc &; est la droite perpendiculaire a
(AB) passant par H.
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Exemple 8.6
Soit A, B et C trois points distincts du plan. Déterminer 1’ensemble & des points M du plan

— — — — —
tels que (MA + 2MB — 3MC) - (MA + 2MB) = 0.
Réponse :
Soit G le barycentre des points pondérés (A; 1) et (B;2). Pour tout point M du plan on a alors

— — —
MA +2MB = 3MG (voir propriété 2.7 page 20). On a donc :

—> — —
Mecé& o (3MG—3MC)-3MG:0
—_— o\ —
PN (CM+MG)-MG=0
—_— —
o CG-MG=0

Donc & est la perpendiculaire a (CG) passant par G.
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« Les mathématiques sont la seule science
ot on ne sait pas de quoi on parle ni si ce
qu’on dit est vrai »

BERTRAND RUSSELL



Chapitre 9

Les suites

9.1 Suite de nombres réels

9.1.1 Définition

Définition 9.1

On appelle suite de terme général u, et on note (1,),>o ou plus simplement u la liste ordonnée
des nombres 1y, 11, uy, us, . . .. Les nombres u; sont appelés les termes de la suite.

Une suite (u,) permet donc d’associer a chaque entier 7 un réel qu’on note u,,.

Remarque 9.1
Parfois le premier terme d"une suite peut étre 1; ou u,, ... et non pas uy.

Exemple 9.1
On définit (u,) comme la suite des nombres pairs.
Dans ce cas,ona:uy=0,u; =2,u; =4,....0n peut écrire aussi u, = 2 X 1.

Remarque 9.2 (Notation)

Il faut bien remarquer que, dans la notation u,, n est un entier dont dépend la valeur de u,.
Cet entier est appelé I'indice du terme u,,. Il joue le méme role que le « x » dans I'expression de
f(x) o f est une fonction numérique. La notation indicielle est ici plus commode et courte !
a écrire.

Exemple 9.2

En reprenant la suite des entiers pairs définie dans 1’exemple 9.1 par u, = 2 X n, on a :
ug =2 X6 =12, u, =2 X n, mais aussi u, = 2 X p ou encore u; = 2 X t.

Si on choisit comme indice I'entier n + 1ona ty.; =2 X (n+1) =2n+2. A ne pas confondre
avecu, +1=(2xn)+1=2n+1.1lest donc trés important d’écrire les indices au bon endroit
et a la bonne taille ? !

Il s’agit de la méme distinction qu’entre f(x + 1) et f(x) + 1 pour les fonctions.

9.1.2 Mode de génération

Une suite (u,) est entierement définie si on est capable de calculer u, pour n'importe quelle
valeur de n. Il existe deux fagons usuelles pour définir une suite :

1. Etje vous ai déja dit que la « bonne paresse » est une qualité pour les mathématiciens que vous étes !
2. Avis aux adeptes des écritures « pattes de mouches » comme.... ... (Oups!j'ai failli vexer quelqu'un!)
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9.1.2.1 Suite définie « en fonction de 7 »

Exemple 9.3
On considere la fonction f: R — R
x — flx)=%2
Six € N, f(x) est toujours défini. On peut donc considérer la suite u de terme général :

n+3
n = fn) n2+1
On a alors :
0+3 1+3
Uy = =

B i T

Dans cette situation, on est bien en mesure de calculer u, pour tout n € N.

Représentation graphique d’une suite définie « en fonction de 7 »

Soit u une suite définie par u, = f(n) pour n € N, ot f est une fonction numérique définie
sur R.

On trace dans un repere la représentation graphique de f. Le terme u; de la suite est alors
I'ordonnée du point de C¢ dont 'abscisse est i.

Exemple 9.4
Le graphique ci-dessous représente la suite u définie par u, = f(n), ou f estla fonction définie
sur R par f(x) =x —2+vx+2

9.1.2.2 Suite définie par récurrence

Exemple 9.5

Je posséde 1 000 € sur mon livret d’épargne. Chaque année on me reverse dessus 5 % en
intéréts et je rajoute 100 €. J'appelle u, la somme dont je dispose sur mon livret apres 7 ans.
On a donc:
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— pour 11 € N, 1 = (1 + 535) X 1 + 100 = 1,051, + 100;

— la somme disponible sur le livret aujourd’hui est 1 000€. Donc : 1y = 1 000.

Ona:u; =1,05x1000+ 100 = 1150, puis u, = 1,05 x 1150 + 100 = 1 307,50 . . .. De proche
en proche, on peut donc calculer u,, pour n'importe quelle valeur de n.

Définition 9.2
Soit f une fonction numérique définie sur R, et 4 un réel quelconque. On dit que la suite
Uy =a

(t4n)nzo vérifiant Uy1 = f(u,), pour toutn e N

est définie par récurrence et on note :

Ug=4a
w- pour nn € N, u,11 = f(uy)

Remarque 9.3
Lorsqu’une suite est définie par récurrence, pour calculer u,, on est obligé d’avoir calculé
avant tous les termes précédents.

Représentation graphique d'une suite définie par récurrence

Ug € R

Ups1 = f(u,) pourtoutn >0

On trace dans un repere la droite d d’équation y = x et la courbe représentative C; de la
fonction f. On place ensuite sur I’axe des abscisses uy. On a u; = f(uy) ; on peut donc lire 1,
sur 1’axe des ordonnées comme I'image de u, par f. Onreporte alors u; sur I’axe des abscisses
grace a d.

Soit u la suite définie par :

Exemple 9.6
Le graphique ci-dessous est obtenu avec f : x - 2+/x + 2 et g = 1. On a donc u définie par :

u0:1
{un+1 =24/, +2 pourtoutn >0

T
U3 P /f

Uo

U1
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9.2 Variations d’une suite

Définition 9.3

On dit que la suite (u,),50 est :

— strictement croissante si pour toutn € N, 1,41 > Uy, ;

— strictement décroissante si pour tout n € N, 1,11 < Uy,.

Exemple 9.7
On pose pour tout n € N, u,, = (2n + 1)>. Pour étudier les variations de (,),50, on calcule
Upe1 — Uyt

Upp1 — Uy = QC+1)+1)P2-Qn+1)

n +3)* — 2n + 1)

4n> +12n+9 — (4n® + 4n + 1)
8n+8>0,pourn €N

Donc la suite (u,),s0 est strictement croissante.

Exemple 9.8

O = 10

Ups1 = (v,,l)2 +3v,+1°
Pour étudier les variations de (v,), on va calculer v, — v, :

On considere la suite (v,),5o définie par récurrence par : {

Upi1 — 0 = (0,) +30,+1 -0,
(0,)* + 20, + 1
= (vn+1)2>0,pourn€N

Donc la suite (v,),>0 est strictement croissante.

Propriété 9.1
Soit u une suite a termes strictement positifs. Alors :
— la suite u est strictement croissante si et seulement si pour toutn € Nona = > 1;

— la suite u est strictement décroissante si et seulement si pour toutn € Nona == < 1.
n

Propriété 9.2

Soit f un fonction définie sur R, et u la suite définie pour n € N par u, = f(n). Alors :

— si f est croissante sur R alors u est croissante ;

— si f est décroissante sur R, alors u est décroissante.

Attention : les réciproques de ces deux propositions sont fausses : u peut étre croissante et f
ne pas l'étre sur R, (f peut avoir des variations quelconques entre deux entiers consécutifs).

9.3 Suites arithmétiques

9.3.1 Définition

Définition 9.4

Une suite (u,),>0 est dite arithmétique si la différence entre deux termes consécutifs est
constante. C’est a dire qu’il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n, 1.1 = u, +r.
Le réel r est appelé raison de la suite (1,),0.
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Exemple 9.9
Si u est la suite arithmétique de premier terme 1y = 5 et de raison 3, on a:

M0:5
U =uy+3=5+3=8
u2:u1+3:8+3:11

9.3.2 Calcul du terme général

Théoréme 9.1

— si u est une suite arithmétique de premier terme 1, et de raison r, alors, pour tout n € N,
U, = Uy + nr;

— sipour toutn € N, u, =a+b-n, alors, u est la suite arithmétique de premier terme 1y = a
et de raison b.

Démonstration :

- Ona:uy=uy+r,
puis, uy =uy +r = (up +7r) +r =1y +2r.
De méme, uz = up +r = (ug + 2r) + r = up + 3r, ... et ainsi de suite.
On obtient finalement u, = uy + nr.

— Si pour tout n € N, u, = a + nb, alors . —u, = (a+ (n+1)b) — (a + nb) = b. Donc, pour
tout n € N, 1,41 = u, + b, et donc u est une suite arithmétique de raison b et de premier
termeuy=a+0-b=a.

Exemple 9.10
En reprenant la suite de 'exemple 9.9, on a :

PourtoutneN, u,=54+nx3=5+3n

Remarque 9.4
Si le premier terme d’une suite arithmétique est u;, et sa raison est 7, on a :

pour toutn € N°, u, =u; +mn-1r

Et de fagon plus générale, si u est une suite arithmétique de raison r, pour tous les entiers n
etpona:

U, =up+Mm—p)xr

9.3.3 Calcul de la somme des premiers termes

Propriété 9.3
La somme S des n premiers termes d’une suite arithmétique est :

n X (premier terme + dernier terme)
- 2

S

nX(Uo+un_1)
2
nX(uq+uy)
2

Dans le cas ot le premier terme est 1, on obtient : S =
Dans le cas ot le premier terme est 17, on obtient : S =
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Démonstration : (cas ot le premier terme est ;)
On va écrire S de deux facons différentes :

S=u+ W +r)+---+w+m-2)r)+ W +(n—1)r)

S=W, - -+ Ww,—n-=2)r)+---+u, —r)+u,

Donc: 2S5 = n X uy +n X u, (les autres termes s’annulent) d’ot1 le résultat en divisant les deux
membres par 2.

Exemple 9.11

Un salarié est embauché le 1°" janvier 2008 pour un salaire net mensuel de 1 000€ par mois
et avec une augmentation de 5€ nets par mois dés le deuxieme mois.

On note u, le salaire percu a I'issue du n® mois. Ainsi u est une suite arithmétique de premier
terme u; = 1 000 et de raison r = 5. En effet, la différence entre deux salaires consécutifs est
égale a 5€.

Le salaire percu en décembre 2008 est donc 11, =1 000 + 11 x5 = 1 055€.

Le total des salaires percus au cours de la premiere année est donc :

- 12><(u21+“12) _ 12X22055 = 12330

Exemple 9.12

Calculons la somme des 100 premiers entiers : S10o =1 +2+ 3 +--- + 99 + 100.

Pour cela, on considere la suite arithmétique v de premier terme v; = 1 et de raison r = 1.
La somme Sy cherchée est donc la somme des 100 premiers termes de la suite v :

100 x (Ul + UlOO) _ 100 x (1 + 100)
2 - 2

SlOO = =5050

9.4 Suites géométriques

9.4.1 Définition

Définition 9.5

Une suite (1,),50 est dite géométrique si chaque terme est obtenu en multipliant le précédent
par un méme nombre g. C’est a dire qu'il existe un réel g tel que pour toutn € N, 1,41 = gXu,.
Le réel g est appelé raison de la suite (1,),0.

Remarque 9.5

Si on considere que la suite u n’est pas la suite nulle?, u est géométrique si pour tout n € N,
ona: =t =g

Exemple 9.13

Si u est la suite géométrique de premier terme 1, = 5, et de raisong =2, on a:

uy =5, M1:QXMO:2X5:10, MQII]XM1:2X10:20, u3:qxu2:2x2():40,...

3. La suite nulle est la suite dont tous les termes sont égaux a zéro.

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



9.4 Suites géométriques 75

9.4.2 Calcul du terme général

Théoréme 9.2

— si u est une suite géométrique de premier terme 1, et de raison g, alors, pour tout n € N,
Uy = Ug X q";

— sipour toutn € N, u, = a x b", alors, u est la suite géométrique de premier terme uy = a et
de raison b.

Exemple 9.14
En reprenant la suite géométrique de I'exemple 9.13, on a :

pourtoutn € N, u, =uyxqg"=5x2"
Remarque 9.6
Si le premier terme est 11, on a : pour tout n € N*, u, = u; X g"~1. De facon plus générale, si u

est une suite géométrique de raison g alors pour tous les entiers n et pon a:

Uy, =u, X q""?

9.4.3 Calcul de la somme des premiers termes

Propriété 9.4
Soit g un réel différent de 0 et de 1. Alors, pour toutn € N,ona:
1— qn+1
l+g+q*+...---+q"'= ——
q+4q q 1-g
Exemple 9.15
Sig=2,

1+g+¢>=1+2+4=7 Enappliquantla formule:1+q+¢* =12 == =7,

1
1+2+--+210= 22 =2 047.

Propriété 9.5

Soit u une suite géométrique de premier terme u, et de raison g, avec q différent de 1 et de 0.
Ona:

Démonstration :
uy =ug X1, u; =ugXq, up =u0><q2,....Ainsi,ona:

u0+u1+u2+--~+un:u0+u0><q+u0><q2+---+u0><q":u0(1+q+q2+---+q”)

En utilisant la propriété 9.4, on obtient :

U+ UL+ ...+ U, = Uy X
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Remarque 9.7
Si u est une suite géométrique de raison g, la somme des premiers termes peut aussi s’écrire :

premier terme — g X dernier terme
S= -4

Exemple 9.16

Un salarié est embauché le 1°" janvier 2008 pour un salaire net mensuel de 1 000€ par mois
et avec une augmentation de 0,4% nets par mois des le deuxiéme mois.

On note u, le salaire percu a l'issue du n® mois. Ainsi u est une suite géométrique de
premier terme u; = 1000 et de raison g = 1 + % = 1,004. En effet, chaque salaire est
obtenu en multipliant le précédent par le coefficient multiplicateur de 1'augmentation soit
1+ 22 =1,004.

Le salaire per¢u en décembre 2008 est donc 11, = 1 000 X 1,004 ~ 1 044,89€.

Le total des salaires percus au cours de la premiere année est donc :

5o 1¢" terme - g fois dernier terme _ 1000 1,004 x1044,89 _ 12 267,39
1-¢g 1-1,004
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Chapitre 10

Géométrie spatiale

10.1 Perspective cavaliére

10.1.1 Histoire

Une représentation en perspective d"un solide de 'espace (a trois dimensions) sur un plan
(deux dimensions) n’est pas évidente. Il existe plusieurs types de représentations en pers-
pective. Dans la suite, nous étudierons la perspective cavaliere, résultat d"une projection du
solide sur un plan suivant une direction donnée.
L’architecte Jacques ANDROUET DU CERCEAU (1510 - 1589) est I'un des premiers a employer
la perspective cavaliere de maniere méthodique. Dans ses représentations, la facade du
batiment est représentée a 1’échelle. La perspective cavaliere actuellement utilisée en archi-
tecture est celle dlie a Auguste Croisy (1841 - 1909). Dans cette perspective, ce sont les plans
horizontaux qui sont représentés a 'échelle. L’avantage est que le plan du batiment n’est
pas déformé : seules les lignes verticales sont réduites. L'origine de 1'expression perspective
cavaliere n’est pas connue avec certitude. Deux explications sont communément admises :
— une origine serait qu'un cavalier regardant du haut de son cheval un objet posé au sol le
voit quasiment en perspective parallele ;
— une autre origine tient au mot cavalier qui, en vocabulaire des fortifications, est un haut
monticule de terre ; ainsi un observateur situé sur ce cavalier a une vue sur la campagne
environnante proche d'une représentation en perspective cavaliere.

10.1.2 Un exemple

On place un cube dans 1'espace, face a un écran Perspective cavaliere :
vertical. Une source lumineuse éclaire 1’écran de-
puis l'arriére du cube; tous les rayons lumineux
étant paralleles les uns par rapport aux autres. Le
cube est placé de sorte que deux de ses faces soient
paralleles a I’écran et que deux autres soient hori-
zontales.

Si les rayons de la source lumineuse ne sont pas
perpendiculaires a 1’écran, on obtient sur cet écran
une représentation en perspective cavaliére du cube.
Si les rayons sont perpendiculaires a 1’écran, on
parle de perspective orthogonale. Dans la suite, on
considérera qu’on n’est pas dans cette situation.
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Lorsqu’on représente un solide en perpective cavaliere, la figure obtenue n’est pas unique.
En effet elle dépend de la position du cube et de la source de lumiére par rapport a I’écran.
Ainsi, un méme cube peut avoir plusieurs représentations en perspective :

En fait, une représentation en perspective cavaliére est 'ombre de I'objet sur un écran.

10.1.3 Vocabulaire

le point de vue : c’est la position de 1'observateur. Pour que la représentation donne une
impression de volume, il faut que le point de vue soit décalé horizontalement et verti-
calement par rapport a l’objet :

wwed

un méme cube depuis différents points de vue.

les faces frontales : ce sont les faces paralleles a I'écran. Ces faces sont représentées « a
I'échelle » ; c’est a dire que les rapports de longueurs et les mesures des angles sont
conserveés ;

une fuyante : est une droite perpendiculaire a I’écran;;

les faces fuyantes : ce sont les faces latérales ou supérieures : celles qui sont orthogonales a
I'écran.

10.1.4 Conservations

Dans ce paragraphe, on notera par des lettres majuscules les sommets des solides et par les
mémes lettres minuscules les sommets correspondants sur la représentation en perspective
cavaliére.

Ainsi, si SABCD est une pyramide a base carrée, le nom de sa représentation en perspective
cavaliere est sabcd.
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Voici quelques figures qui permettent d’illustrer les propriétés de conservations de la repré-
sentation en perspective cavaliere :

Sur les faces frontales, les propriétés géo- Sur les faces fuyantes, ce n’est pas le cas
métriques sont conservées : angles, rap- le cercle inscrit dans la face supérieur du
ports de longueur, parallélisme, orthogo- cube n’est pas un cercle sur la représenta-
nalité, . .. tion en perspective :

&Q

Quelques propriétés sont toujours conservées dans une représentation en perpective cava-
liere en particulier :

I'alignement : trois points alignés sur le solide sont aussi alignés sur la représentation en
perspective cavaliere ; Ainsi, si A, B et C sont alignés alors a, b et c le sont aussi;

le parallelisme : deux droites paralleles sur le solide le sont aussi sur la représentation en
perspective cavaliere ; Ainsi, si (AB)//(CD) alors (ab)//(cd);

les rapports de longueurs de deux segments paralleles : si (AB) et (CD) sont deux droites
paralleles d’un solide alors : 42 = % Les milieux sont donc conservés : si M est le milieu

de [AB] alors m est le milieu de [ab].

Ilustrations :

On remarque sur ces figures, la préservation de I'alignement, du parallélisme et du milieu.
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10.2 Quelques bases de géométrie dans I’espace

10.2.1 Regles d’incidence

Regle 10.1

Dans l'espace :

par deux points distincts il passe une unique droite;

par trois points non alignés il passe un unique plan;

quatre points sont dits coplanaires s’ils sont dans un méme plan;
il en est de méme pour deux droites.

Regle 10.2
Si deux points distincts A et B appartiennent a un plan &7, alors tous les points de (AB) sont
dans &. On dit que (AB) est incluse dans & et on note (AB) C Z.

Régle 10.3
Dans un plan de I'espace toutes les propriétés de géométrie plane (Pythagore, Thales, trigo-
nométrie, . ..) s’appliquent.

10.2.2 Positions relatives

Deux plans de 'espace peuvent étre sécants, strictement paralleles ou confondus. Lorsqu’ils
sont sécants, deux plans se coupent suivant une droite.

Bl

Plans sécants Plans paralleles Plans confondus
Une droite peut étre sécante a un plan, elle peut étre strictement parallele au plan ou encore
étre contenue dans le plan :

R RRE

RIS

TSI RIAT
2
LR

Droite contenue dans le
Droite sécante au plan Droite parallele au plan plan
Deux droites peuvent étre coplanaires, dans ce cas elles sont paralleles ou sécantes, ou alors
non-coplanaires,dans ce cas elles n'ont pas de point commun mais ne sont pas non plus
paralleles.

S RELRRILL
SRR
s
X 500 2029 S
s

Droites non coplanaires

Droites sécantes
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10.2.3 Quelques figures en perspective cavaliere

10.2.4 Parallélisme et orthogonalité

Définition 10.1
Deux droites de 1'espace sont paralleles si elles sont coplanaires et non sécantes.

Axiomes d’Euclide :
— par tout point de 'espace il passe une seule droite parallele & une droite donnée;
— par tout point de 'espace il passe un seul plan paralléle a un plan donné.

Définition 10.2
Deux droites sont perpendiculaires si elles sont sécantes en formant un angle droit. Elles sont
donc coplanaires.

Définition 10.3

Deux droites de 'espace sont dites orthogo-
nales s'il existe une droite qui est parallele a
I'une et perpendiculaire a I'autre.

d; et d, sont orthogonales s’il existe une droite

Al dy
A telle que{ AL d

Remarque 10.1

Attention :

— deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires;
— deux droites perpendiculaires sont orthogonales.
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10.3 Quelques exemples de sections

Définition 10.4
La section d’un solide par un plan est la figure plane constituée des points communs entre
le plan et le solide. Si le solide est un polyedre, la section obtenu est un polygone.

Voir les fiches d’exos.

10.4 Vecteurs de 'espace

La définition d'un vecteur de l'espace est strictement identique a celle d'un vecteur du
plan. Les propriétés de calculs sur les vecteurs (addition vectorielle, relation de CHasLEs,
multiplication par un réel, . . .) restent vraies dans ’espace. Nous ne parlerons cependant pas
du produit scalaire de vecteurs de 'espace.

Le barycentre de points pondérés de 1'espace est également défini comme dans le plan et les
propriétés du barycentre (en particulier I’associativité) restent vraies aussi.

Définition 10.5

Des vecteurs de l'espace sont coplanaires si des représentants de ces vecteurs de méme
origine A ont leurs extrémités dans un méme plan passant par A.

C’est-a-dire par exemple que i/, U et @ sont coplanaires s’il existe quatre points coplanaires

—> — —
A,B,CetDtelsqueit = AB, 7= ACetw = AD.

Propriété 10.1 (admise)

Trois vecteurs de 1'espace i, U et @ sont coplanaires si et seulement si il existe trois réels non
-

tous nuls 4, b et ¢ tels que : ail + b’ + ¢ = 0.

Propriété 10.2 (Conséquence)
Le barycentre de trois points non alignés de l'espace est dans le plan formé par ces trois
points.

Exemple 10.1
Soit ABCDEFGH un pavé droit. On note K le H — G
centre de gravité du triangle BDE. On sou- E %
haite montrer que A, K et G sont alignés puis E ! -~ |F
— = = . e
que AG, BF et AC sont coplanaires. | <
DN -1~ C
Al

. H ﬁ H q . . .
K est I'isobarycentre de B, D et E donc KB + KD + KE = 0. On utilise la relation de CrAsLEs
. . . . . . H H H H H
en introduisant trois fois le point A et on obtient : 3KA + AB+ AD + AE = 0.Ona donc:

—_— > —

AB+ AD + AE
_ > =

= AG+GB+ AH
—

= AG

H
3AK

Donc les points A, K et G sont alignés.
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—_— - — —_— = e e T
OnaAG = AC+CG;or CG = BF donc finalement, AG—AC — BF = 0. Ainsi les trois vecteurs

sont coplanaires.

10.5 Repérage dans l’espace

10.5.1 Repeére cartésien de I’espace

Définition 10.6

Si O, I, | sont trois points non alignés et K un point qui n’est pas dans le plan (OI]), on dit
— — —

que (O; OI, O], OK) est un repere de l'espace.

Remarque 10.2

Cas particuliers, vocabulaire et notations :

— si les droites (OI), (O]) et (OK) sont deux a deux perpendiculaires, on dit que le repere est
orthogonal ;

— side plusona OI = O] = OK =1, on dit que le repére est orthonormal ;

? = P =2 P = . ? PP
— enposant:i = OI, j = OJ etk = OK, on peut aussi noter le repere (O; 1, j, k).

Théorérgg 1_)0.1
Soit (O; 1, j, k) un repere de 'espace. Pour tout point M de l'espace, il existe un unique triplet

(x,y,z) de réels tel que OM = xi + y j_)+ zk.

Démonstration : Yl
On se place dans un repére orthogonal (O; i, j, k).
Soit H le point d’intersection du plan (OI]) et de ok
la parallele a (O; E) passant par M. Soit (x;y) les N
coordonnées de H dans le repére O;1, ]3 du plan .
4 > >
(OI]). On a : OH = xi + yj et le couple (x;y) est M
unique.
—_ -
Par définition de H, les vecteurs HM et k sont co-

% 3
linéaires. Donc il existe un unique réél z tel que o}— 1 8
— iy ! ’
HM = zk. On a donc : ) s
P g4 4 2 _.) - : ///
OM=0OH+HM=xi+yj +zk ado ’<H

Donc le triplet (x; y; z) existe et il est unique.

Remarque 10.3
La premiere coordonnée (x) est appelée I'abscisse, la deuxieme (v) est appelée l'ordonnée, et la
troisiéme (z) est appelée la cote.

Définition 10.7
Soit (0;1, j, k) un repeére de I'espace et i un vecteur de 1’espace. On appelle coordonnées du

vecteur i dans ce repere le triplet (x; y;z) coordonnées du point M tel que OM = . On note
i(x; y; 2).
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10.5.2 Propriétés

Ense plagant dans unrepére del’espace, les propriétés de calculs des coordonnées de vecteurs
ou de points sont identiques que dans le plan; il faut simplement étendre les formules a la
troisieme coordonnée : R

si A et B sont deux points de 1'espace, les coordonnées de AB sont (xg —X4; Y — Ya; 28 —24) ;
si il(x; y; z) est un vecteur de I'espace et k € R, le vecteur kil a pour coordonnées (kx; ky; kz) ;
en se plagant dans un repeére orthonormé, si i(x; y; z) est un vecteur de I'espace, sa norme

est ||LT“ = \/m;

les coordonnées du milieu de [AB] sont (

Xa+xp, YATYB, za+2ZB ) .
2.7 2 7 2 4

10.5.3 Equations de surfaces

S
Dans cette partie, on considere que ’espace est rapporté a un repére orthonormal (O; i j_,) k)

Propriété 10.3

Soit A(0;0; A) un point de 'espace oit A € R. Le plan & parallele a (O,'ZT: j_j passant par A a
pour équation z = A.

Onnote: & :z=A.

Cela signifie que :
- siM(x;y;z) € &, alors z = A (x et y sont quelconques),
— si M est un point tel que z); = A, alors M € Z.

Remarque 10.4
De méme, les plans 2 et #Z passant respectivement par B(0; 1;0) et C(v;0;0) et paralleles

respectivement a (O; Z I?) et (O; j_,) E) ont pour équation :

2:y=u et Z:x=v

Définition 10.8
Soit ¢ un cercle de centre O et de rayon R dans le plan (Oxy). Le cylindre d’axe (Oz) et de
rayon R est I'ensemble des droites orthogonales au plan (Oxy) en un point de %'
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Propriété 10.4
Une équation cartésienne d’un cylindre d’axe (Oz) et de rayon R est du type

2ty =R

Définition 10.9

Soit ¢ un cercle inclus dans un plan parallele a (Oxy) et de centre I € (Oz). Le cone de centre
O, d’axe (Oz) contenant le cercle ¢ est I’ensemble des droites passant par O et un point de €.
Chacune de ces droites est appelée une génératrice du cone.

Propriété 10.5
Une équation cartésienne d’un cone de centre O et d’axe (Oz) est du type

x> + ¥ = tan®(a)z

ou « est I’angle formé par une génératrice et 'axe du cone.

Définition 10.10
Une sphere de centre Q et de rayon R > 0 est I'ensemble des points situés a une distance R
de Q.
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Propriété 10.6
L’équation cartésienne d'une sphere de centre {)(«; 3;7) et de rayon R > O est :

(x—af +(y-pr+@E-y’ =R

« Deux choses sont infinies : I'univers
et la bétise humaine; mais en ce qui
concerne l'univers, je n’en ai pas encore
acquis la certitude absolue. »

ALBERT EINSTEIN
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Chapitre 11

Limites de suites

11.1 Limite d’une suite

11.1.1 Suite convergente

Définition 11.1
Soit u une suite. On dit que u admet pour limite L si tout intervalle ouvert contenant L
contient tous les termes de la suite u a partir d"un certain rang.
Dans ce cas, on dit que la suite u converge vers L ou encore que u est convergente vers L et on
écrit :

lim u, =L

n—+oo

Les suites qui ne convergent pas sont dites divergentes.

Remarque 11.1
Dire que a partir d’un certain rang tous les termes d"une suite u appartiennent a un intervalle
I signifie qu’il existe un entier p tel que pour toutn > ponau, € I.

Propriété 11.1 (unicité de la limite)
Si u est une suite convergente alors sa limite est unique.

Démonstration :

Soit u une suite convergente. Supposons que u admette deux limites distinctes L et L’. On
peut prendre par exemple L < L’ et on note d = £3£.

Soit I I'intervalle ]L —d; L+d[. La suite u converge vers L donc a partir d'un certains rang par
exemple a partir de u, tous les termes de u sont dans I car I est un intervalle ouvert contenant
L. Ainsi :

sin>palorsu, €1

Soit I’ I'intervalle ]I’ —d ; L’ + d[. La suite u converge vers L’ donc a partir d'un certains rang
par exemple a partir de u, tous les termes de u sont dans I’ car I’ est un intervalle ouvert
contenant L". Ainsi :

sin>p alorsu, €I’

1 ¢z
17 L 1 7 1
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Ainsi, si n > max(p,p’) (ot max(p, p’) est la plus grande valeur entre p et p’) alors u, € INI".
Or cette intersection est vide ! Notre supposition de départ est donc fausse : il n’existe donc
qu’'une seule limite.

Un tel raisonnement est appelé raisonnement par 'absurde : on suppose le contraire de ce
qu’on veut montrer et on cherche a aboutir a une absurdité qui nous prouve alors que notre
supposition était fausse.

Exemple 11.1

Quelques exemples a connaitre :

— la suite u définie pour n € N* par u, = 1 converge vers 0;
— la suite u définie pour n € N* par u,, = % converge vers 0;

— la suite u définie pour n € N* par u, = = converge vers 0.

11.1.2 Suite divergente

Parmi les suites divergentes, on peut rencontrer plusieurs cas : celles qui admettent une
limite infinie, celles qui ont des sous-suites convergentes, et les autres. . .

Exemple 11.2

Soit u, v et w les suites définies sur N par : u,, = 2n + 3, v, = cos (nm) et w, est la n® décimale
de 7.

Les premiers termes de ces suites sont :

n Uy, Uy (s
0 3 1 3
1 5 -1 1
2 7 1 4
3 9 -1 1
4 11 1 5
5 13 -1 9

On retrouve ici les trois cas :

— les termes de la suite u vont prendre des valeurs de plus en plus grandes et méme aussi
grandes que souhaité : u diverge vers +oo;

— la suite v ne prend que deux valeurs : —1 et 1; la sous-suite des termes de rang pair est
constante : sa limite vaut donc 1 et la sous-suite des termes de rangs impairs est aussi
constante mais elle égale a —1 sa limite vaut —1;

— la suite w prend des valeurs entieres comprises entre 0 et 9 : elle n’admet pas de limite et
on ne peut dégager de sous-suite « réguliere » qui converge.

Définition 11.2
Soit 1 une suite. On dit que # admet pour limite +oco si tout intervalle ouvert du type JA ; +oo[
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On écrit alors :

lim u, = +c0

n—+00

On dit aussi que u diverge vers +oco.

Exemple 11.3
Quelques exemples a connaitre :
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— la suite u définie pour n € N par u, = n diverge vers +oo;
— la suite u définie pour n € N par u,, = n* diverge vers +co;
— la suite u définie pour n € N par u, = vn diverge vers +co.

Remarque 11.2
Sur le méme modele, on peut aussi définir 1 1a notion de suite divergente vers —oo.

11.2 Comparaison de suites

11.2.1 Critere de convergence

Théoreme 11.1 (des gendarmes)

Soit u, v et w trois suites numériques telles que :

— a partir d"un certain rang2 onau, <v, <Wy;

— les suites u et w convergent toutes les deux vers une méme limite L.
Alors la suite v est convergente et sa limite est aussi L.

Démonstration :

Soit I un intervalle ouvert contenant L. On a :

— la suite u converge vers L donc il existe un rang p tel que tous les termes de u a partir du
rang p sont dans I;

— la suite w converge vers L donc il existe un rang p’ tel que tous les termes de w a partir du
rang p’ sont dans I ;

— d’apres la premiére hypothese, il existe un rang g tel que tous les termes de rang n
supérieurs a q des suites u, v et v vérifient u, < v, < w,.

Soit r la plus grande valeur parmi p, p’ et g (on écrit r = max(p, p’,9)). On a alors :

— tous les termes de u de rang supérieur a r sont dans I;

— tous les termes de w de rang supérieur a r sont dans I;

— tous les termes de rang n > r verifient 4, < v, < w,, donc v, € L.

Eneffetsil =]a; bfonaa <u, <v, <w, <bdoncv, €la; b[=L.

Donc a partir du rang r tous les termes de la suite v sont dans I et donc la suite v converge

vers L.

Exemple 11.4

Soit u la suite définie sur N* par u,, = H%S(”) pour n > 0. Montrer que la suite u est convergente
vers 0.

Pour tout n € N* on a =1 < cos(n) < 1 ainsi 4 < 5 + cos(n) < 6. En divisant par n > 0 on
obtient : pour toutn € N*,  <u, < 2.

On considere les suites a et b définie pour n € N* par a, = 2 et b, = ¢. On a donc pour
tout n € N*, a, < u, < b,. Les suites a et b sont évidemment convergente vers 0 (voir
I'exemple 11.1) ; en appliquant le théoreme des gendarmes, on obtient que la suite u converge
aussi vers 0.

Exemple 11.5

La suite u définie pour n € N* par u, = #

est-elle convergente ?

1. L’écriture de cette définition est laissée en exercice au lecteur consciencieux. . . Mais y en a-t-il ?
2. Voir la remarque 11.1
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11.2.2 Critere de divergence

Théoréme 11.2
Soit u et v deux suites numériques telles que u,, < v, a partir d'un certain rang. Alors :
— si lim u,, = +oo alors lim v, = +o00;

n—-+o00 n—-+oo0
— si lim v, = —c0 alors lim u, = —oo.
n—+oo n—+oo
Démonstration :

elle est laissée en exercice. . .

11.3 Calculs de limites

11.3.1 Opérations algébriques

Théoreme 11.3 (admis)

Soit u et v deux suites convergentes de limites respectives L et L’. Alors :
— la suite (u, + v,) est convergente et sa limite est L + L’ ;

— la suite (1, X v,) est convergente et sa limite est L X L’.

— si de plus v est une suite a termes tous non nuls et avec L’ # 0 alors la suite (z—”) est
n
convergente et sa limite est .

Exemple 11.6
Soit u la suite définie sur N par u, = 2;;:31” Montrer que u est convergente et calculer sa
limite.

On peut écrire pour n € N*:

wRrd) 24
uVl: =
2(B-%) 3-%

On posea, =2+ 2. Onaalors lim a, = 2.

n—+o00

On pose b, =3 — 5. Onaalors lim b, = 3 (voir 'exemple 11.1 page 88).

n—+oo

Ainsi u est le quotient de deux suites convergentes de limites respectives L = 2 et L’ = 3 donc

elle converge et lim u, = 3

n—+00

11.3.2 Cas des suites géométriques

Théoréme 11.4

Soit g un réel non nul différent de 1. Alors :
— sil < g, la suite (g") diverge vers +oo;

- si—1 < g <1, lasuite (§") converge vers 0;
- sig < -1, la suite (") n’a pas de limite.

Démonstration :

Casou g>1:

On ag > 1 doncil existe t > 0 tel que g = 1 +¢t. Ainsi pour n > 2, 4" = (1 +1t)" =
1+nt+---+nt" !+t Etdonconag" > 1+ nt.
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On considere la suite u définie sur N par 1, = 1 + nt. Soit un intervalle du type I =]A; +oo[
alors pour tout n > 41, on a u, € I donc cette suite u est divergente vers +co.
Ainsi, en utilisant le théoreme 11.2 on a q" > u, avec lim u, = +oco donc lim 4" = +oo0.

n—+o0o n—+oo
Casou O0<g<1:
Soit I un intervalle ouvert contenant 0; il existe A > 0 tel que | - % ; %[ c L
Ona0<g<1donc % > 1. Ainsi la suite (qin) diverge vers +oo et donc il existe un rang p tel
que tous les termes de la suite (%) sont dans JA ; +oo].
Ainsi, pour n > p,ona 5 > Adoncg" < 7 doncq" €] - 7; %[
Donc a partir du rang p tous les termes de la suite g" sont dans I donc la suite converge vers 0.
Casou -1<g<0:
On remarque que —|g|" < g" < |g|" avec (—|g|") et (|g]") qui convergent toutes les deux vers 0,
donc d’apres le théoréme des gendarmes, (") converge aussi vers 0.
Casou g<-1:
les termes de cette suite sont alternativement dans | — oo ; —1[ et dans ]1; +oo[ donc la suite
de peut avoir de limite (ces deux intervalles étant disjoints).

Remarque 11.3

Le cas ou1 g = 1 n’a pas d’intérét majeur puisqu’alors la suite u est une suite constante : elle
converge vers son premier terme.
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« Un statisticien est une personne qui
peut avoir la téte dans un four et les pieds
pris dans la glace et dire qu’en moyenne
il se sent bien. »

BeEnyjaMIN DERECA



Chapitre 12

Statistiques

L'objet du chapitre est de donner des outils permettant d’exploiter de fagon pertinente
une série de données recueillies préalablement. L'utilisation des statistiques est présente
dans beaucoup de domaines'; elles servent notamment a constater, comparer ou prévoir
certaines situations.

12.1 Vocabulaire des statistiques

La population est constituée des individus sur lesquels porte I’étude statistique. Les individus
pouvant étre des étres humains, animaux, objets, villes, . . .. Le caractére est la propriété étudié
chez ces individus; par exemple la taille, 1’dge, la couleur, le nombre d’habitants,.... Le
nombre d’individus dans la population est appelé [’effectif total, souvent noté N.

Les caracteres étudiés peuvent étre quantitatifs (nombre de cigarettes par jour?, age, distance
du lieu de travail, ...) ou qualitatifs (couleur des cheveux, marque de voiture, numéro du
département, .. .).

Lorsque le caractere étudié est quantitatif, il peut étre discret (c’est a dire prenant un nombre
de valeurs qu’on peut compter, par exemple le nombre de cigarettes) ou continu (c’est a dire
pouvant prendre toute valeur d’un intervalle, par exemple la distance du lieu de travail).
Dans les deux cas, on peut regrouper les données par classes : on considere que tous les
individus ayant une valeur du caractére appartenant a un intervalle font partie d"un méme
« groupe » : la classe.

A chaque valeur (ou classe) du caractere, on associe un effectif n : ¢’est le nombre d’individus
ayant pour caractere cette valeur ou une valeur dans l'intervalle qui définit la classe.

Une série statistique est la donnée (souvent sous forme de tableaux) des différentes classes de
la population et de leurs effectifs correspondants.

A chaque valeur (ou classe) du caractére, on peut aussi associer une fréquence f qui est le
quotient de l'effectif de la valeur (ou de la classe) par l'effectif total : f = §;; la fréquence est
un nombre compris entre 0 et 1. La somme des fréquences est toujours égale a 1. On exprime
parfois les fréquences en pourcentages.

La suite de nombres constituée des fréquences des valeurs d"un caractere d"une série statis-
tique est appelée distribution des fréquences de la série.

1. Méme et surtout non-mathématiques
2. Fumer nuit a la santé.
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12.2 Parametres de tendance centrale

12.2.1 La médiane

Définition 12.1

La médiane d"une série statistique est la valeur de la variable qui partage la population en
deux groupes de méme effectif :

— ceux qui ont une valeur du caractere inférieure a la médiane;

— ceux qui ont une valeur du caractere supérieure a la médiane.

Remarque 12.1

Deux cas sont possibles :

— s’il y a un nombre impair d’observations : N = 2k + 1, ou k € N, alors la médiane est la
k + 1¢ valeur du caractere (les valeurs étant rangées par ordre croissant);

— s’il y a un nombre pair d’observations : N = 2k, ou k € N, alors on convient de prendre
comme médiane la moyenne des k° et k + 1¢ valeurs du caractere (les valeurs étant rangées
par ordre croissant).

Exemple 12.1 (nombre impair d’observations)
On donne la série statistique suivante :

valeur |34 |6 |7
effectif |1 3|2 |1

On a ici un effectif total de 7. La médiane est donc la 4¢ valeur lorsqu’elles sont rangées par
ordre croissant :
3:4;4:4:6;6;7. La médiane vaut 4.

Exemple 12.2 (nombre pair d’observations)
On donne la série statistique suivante :

valeur |34 6|7
effectif |2 |3 (1|4

On a ici un effectif total de 10. La médiane est donc la moyenne de la 5° et de la 6 valeurs
lorsqu’elles sont rangées par ordre croissant :
3;3;4;4;4;6;7;7;7;7. La médiane vaut £¢ = 5.

12.2.2 La moyenne

Définition 12.2

La moyenne d’une série statistique est le quotient de la somme de toutes les valeurs de la
série (comptées autant de fois que leur effectif) par l'effectif total. En considérant une série
statistique de N observations ot la variable x prend p valeurs notées xy, x, . . ., X,, chacune
ayant un effectif noté n;, on a :

n;X;

-~
Il =
—

=

=1
Il

N ou Znixi = MyXy + MpXp + -0 + X,
i=1
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Propriété 12.1 (linéarité de la moyenne)

— si on multiplie chaque valeur d"une série statistique par un réel 4, alors la moyenne est
multipliée par a;

— si on ajoute a chaque valeur d’une série statistique un nombre réel b, alors la moyenne est
augmentée de b (si b < 0, il s’agira d"une « augmentation négative »).

C’est-a dire que si on a une série statistique x de moyenne x et si a et b sont deux réels; en

considerant y la série statistique définie par y; = ax; + b pour tout i, on a alors : y = ax + b.

Propriété 12.2 (écarts a la moyenne)
La moyenne des écarts a la moyenne est nulle : Soit x une série statistique de moyenne x. La
série statistique y définie par y; = x; — x a une moyenne nulle.

Propriété 12.3 (moyennes partielles)
Soit x et y deux séries statistiques d’effectifs respectifs N et P. On considere la série statistique
z constituée du regroupement des séries x et y. On a:

- Nx+Py
“TN+P
Exemple 12.3

Lors d"un contrdle, la moyenne des 15 filles d"une classe était de 12/20. La moyenne des 10
garcons de 11/20. La moyenne de la classe est :

15%x12+10%x 11
M= 15+ 10 =116

12.3 Parametres de dispersion

Les parameétres de positions sont insuffisants pour étudier correctement une série statistique :
deux séries ayant les mémes parametres peuvent étre trés différentes.

Exemple 12.4
On donne les résultats de deux groupes d’éléves a un méme controle :

G 1 notex (356|789 |10|13 |14 |18 |20
Toupe b Feffectif |11 (2124211123111
G ,.[notey [TT2[3 41314 18]19]20
TOUPE - Feffectif |3 |2 214|124 |22

Ces deux séries ont pour moyenne x = y = 10 et pour médiane Med, = Med, = 8,5.

12.3.1 L’étendue

Définition 12.3
L’étendue d’une série statistique est la différence entre les deux valeurs extrémes observées.

Exemple 12.5
Dans l'exemple 12.4, I'étendue du groupe 1 vaut 20 — 3 = 17, et I'étendue du groupe 2 vaut
20-1=19.
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12.3.2 Les quantiles

Définition 12.4

Soit x une série statistique avec x; < x; < --- < x, (les x; ne sont pas forcément distincts deux
a deux).

Les quartiles (au nombre de 3: Q;, Q, et Qs) partagent la population classée par ordre croissant
de valeur du caractere en quatre sous ensembles, en respectant les regles ci-dessous :

— Qq est la valeur x; dont I'indice i est le plus petit entier supérieur ou égal a n/4;

— Q; estla valeur x; dont I'indice i est le plus petit entier supérieur ou égal a n/2;

— Qs estla valeur x; dont I'indice i est le plus petit entier supérieur ou égal a 3n/4.

Définition 12.5

Soit x une série statistique avec x; < x; < --- < x,, (les x; ne sont pas forcément distincts deux
a deux).

Les déciles (au nombre de 9 : Dy, ..., Do) partagent la population classée par ordre croissant
de valeur du caractere en dix sous ensembles, en respectant les regles ci-dessous :

— D, estla valeur x; dont I'indice i est le plus petit entier supérieur ou égal a n/10;

— Dy est la valeur x; dont I'indice i est le plus petit entier supérieur ou égal a 9n/10.

Remarque 12.2
En exercices, on ne s’intéressera qu’aux premier et troisieme quartiles ainsi qu'aux premier
et neuvieme déciles.

Définition 12.6

La détermination des quartiles et déciles permet de calculer :

— V'écart interquartile est la différence entre le 3¢ et le 1°* quartile. Au moins 50% des observa-
tions ont une valeur du caractere comprise entre Q; et Qs ;

— 1écart interdécile est la différence entre le 9¢ et le 1¢* décile. Au moins 80% des observations
ont une valeur du caractére comprise entre D, et Dq.

Exemple 12.6
Calculer les trois quartiles et les 1°" et 9¢ déciles de chacune des séries de 'exemple 12.4 :

Sériex: n =20doncn/4=5et3n/4=15;onadonc: Q; = x5 =7 et Q3 = x15 = 13.
n/10 =2et9n/10 = 18 donc D; = x, =5 et Dy = x5 = 14.

Sériey: n=22doncn/4=55et3n/4=165;onadonc Q; = ys =3 et Q3 = y;y = 18.
n/10 =2,2et9n/10 = 19,8 donc D; = y3 = 1 et Dy = 15 = 19.

Remarque 12.3

On pourra se réferer a I’annexe C de la page 115 pour l'obtention des parametres statistiques
a l’aide de la calculatrice.

Attention : la calculatrice ne calcule pas les quartiles a 1’aide de la définition de ce cours ® mais
en prenant la médinane de la « sous-série inférieure » constituée des valeurs inférieures a la
médiane. Cependant sur une série ayant un grand nombre de valeurs ces deux définitions
sont équivalentes.

En exercice, il faut donc préciser la méthode utilisée pour déterminer les quartiles : «a la
main » ou a la calculatrice.

3. Qui est pourtant celle recommandée par les programmes officiels du lycée. ..
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12.3.3 Application : les diagrammes en boites

La représentation graphique de la dispersion d’une série statistique se fait a ’aide de gra-
phiques appelés diagrammes en boites, boites a moustaches, ou box plot, voire diagramme de
Tuckey. On les trace comme ceci :

— on construit en face d’'un axe gradué, permettant de repérer les valeurs extrémes de la
série étudiée, un rectangle dont la longueur est égale a I’écart interquartile et dans lequel
on représente la médiane par un trait;

— deux traits reperent les 1¢" et 9¢ déciles. Les valeurs inférieures a D; ou supérieures a Do
sont représentées par des points.

Exemple 12.7
On reprend les deux séries de I'exemple 12.4 :
Série x : Série y :
Dy Qi M QsDy D; M Q3Dy
(‘)i‘“!,)““1‘0““1‘5““2‘0 (:):1:::5:::::1:0::::1:5::::2:0
Remarque 12.4

Parfois on ne représente pas les déciles. Les «traits extrémes » sont alors les valeurs extrémes ;
c’est d’ailleurs ce que font vos calculatrices. ..

On pourra se réferer a I'annexe C de la page 115 pour 1'obtention des boites a moustaches a
'aide de la calculatrice.

12.3.4 Variance et écart type

Théoréme 12.1
La moyenne x d"une série statistique x est le nombre qui minimise la somme :

p
S(x) =) nix—x)
=

i

Démonstration :
La somme S est un polyndéme du second degré : S(x) = ax? + bx + c.
En développant chaque identité remarquable de la somme, on obtient :

Etudions les variations de S :

p p
pourx €R, S'(x)=2ax+0b= ZZni xx—ZZnixi
i=1 i=1
p

Ainsi §'(x) s’annule pour x; = Zzi;l n:_(" = X. Le coeffcient a étant positif, la valeur qui annule la
i=1""1

dérivée correspond donc au minimum de la fonction polynéme du second degré.
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Définition 12.7
La variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. C’est un nombre positif.

4
i (x; = %)’ 2 )2
o _nl(xl—x) +--~+np(xp—x)
- N - N
Propriété 12.4
Vi) = Y nix; 2 XS+ e+ 1, =
N N
Exemple 12.8

En reprenant le groupe 1 de 1'exemple 12.4, on peut calculer la variance de deux fagons
différentes :

avec la définition 12.7 :

_1x(B-10*+---+1x(20-10)* 372
B 20 -~ 20

1% =18,6

avec la propriété 12.4 :

B 1><32+-~+1><202_102_2372

-_— 2: _— =
20 20 10° = 118,6 — 100 = 18,6

1%

Définition 12.8
L’écart type d'une série statistique est égal a la racine carrée de la variance :

Zp] i (xi = %)

s= \ =
- N

Remarque 12.5

L’écart type permet de mesurer la dispersion d"une série statistique ; a moyenne égale, plus

il est important, plus les valeurs observées sont dispersées. Son avantage par rapport a la

variance est qu’il est exprimé dans la méme unité que les valeurs de la série.

« Un statisticien est une personne qui
peut avoir la téte dans un four et les pieds
pris dans la glace et dire qu’en moyenne
il se sent bien. »

BeEnjaMIN DERECA
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Chapitre 13

Comportement asymptotique

L’objet du chapitre est I'étude du comportement des nombres f(x) (oit f est une fonction
numérique) lorsque x devient « trés grand » en valeur absolue ou qu’il se rapproche d'une
valeur interdite de la fonction.

Exemple 13.1

La fonction f définie par f(x) = 2 + - a pour valeur interdite x = —1 : il est impossible de
calculer f(-1).

Dans ce chapitre on essaiera d’étudier les valeurs de f(x) lorsque x est une valeur trés proche
—1 ou encore lorsque x devient tres grand en valeur absolue.

13.1 Limites d'une fonction lorsque x tend vers +oo

Dans ce paragraphe, f est une fonction dont I’ensemble de définition contient un intervalle
du type Ja; +ool.

13.1.1 Limite infinie en +oco

Définition 13.1

On dit que f a pour limite +oo lorque x tend vers +oo si, lorsque x prend des valeurs de plus
en plus grandes, les nombres f(x) peuvent devenir plus grands que n’importe quel réel M
fixé, aussi grand soit-il. On écrit :

lim f(x) = +o0

xX—+00

On dit que f a pour limite —co lorque x tend vers +oo si, lorsque x prend des valeurs de plus
en plus grandes, les nombres f(x) sont négatifs et peuvent devenir en valeur absolue plus
grands que n'importe quel réel M fixé, aussi grand soit-il. On écrit :

lim f(x) = —o0

xX—+00
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PR —— ______________&

lim f(x) = +oo lim f(x) = —co

X—+00 X—+00

Propriété 13.1 (admise)
Les fonctions x — /x, x - x? et x — x° ont pour limite +oo lorsque x tend vers +oo.

13.1.2 Limite réelle en +oco. Asymptote horizontale en +oo

Définition 13.2

Soit I un réel. On dit que f a pour limite / lorque x tend vers +oo si, lorsque x prend des
valeurs de plus en plus grandes, les nombres f(x) se rapprochent de plus en plus de . C’est
a dire que pour tout nombre positif «, aussi proche de 0 soit-il, les nombres f(x) sont tous
dans l'intervalle ]I — a; [ + af pour les x suffisamment grands. On écrit :

lim f(x) =1
X—+00

Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la courbe ¢ en
+00 : la courbe se rapproche de plus en plus de la droite lorsque les x deviennent de plus en
plus grands.

\ 4

Propriété 13.2 (admise)
Les fonctions x = 1, x - Lx, x — % etx — % ont pour limite / = 0 en +co.

13.2 Limite d’une fonction lorsque x tend vers —co

Dans ce paragraphe, f est une fonction dont I’ensemble de définition contient un intervalle
du type ] — oo; b[.
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13.2.1 Limite infinie en —co

Définition 13.3
On dit que f a pour limite +oco lorque x tend vers —oo si, lorsque pour les x négatifs prenant
des valeurs de plus en plus grandes en valeurs absolues, les nombres f(x) peuvent devenir
plus grands que n'importe quel réel M fixé, aussi grand soit-il. On écrit :

lim f(x) = +o0

X——00
On dit que f a pour limite —co lorque x tend vers —co si, lorsque pour les x négatifs prenant
des valeurs de plus en plus grandes en valeurs absolues, les nombres f(x) sont négatifs et
peuvent devenir en valeur absolue plus grands que n’importe quel réel M fixé, aussi grand
soit-il. On écrit :

lim f(x) = —oo

X——00

PR —— ______________H

Jlim f(x) = +o0 lim f(x) = —co

Propriété 13.3 (admise)

La fonction x - x? a pour limite +co en —co.
La fonction x - x* a pour limite —co en —co.
On écrit: lim x* = +oo et lim x° = —o0

X——00 X——00

13.2.2 Limite réelle en —co. Asymptote horizontale en —oo

Définition 13.4
Soit I un réel. On dit que f a pour limite / lorque x tend vers —co si, lorsque x est négatif
et qu’il prend des valeurs de plus en plus grandes en valeurs absolues, les nombres f(x) se
rapprochent de plus en plus de I. C’est a dire que pour tout nombre positif «, aussi proche
de 0 soit-il, les nombres f(x) sont tous dans l'intervalle ]/ — a; [ + af pour les x négatifs avec
x| suffisamment grand. On écrit :

Jim £ =1
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la courbe ¢ en
—oo : la courbe se rapproche de plus en plus de la droite lorsque les x sont négatifs et qu’ils
deviennent de plus en plus grands en valeurs absolues.
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Propriété 13.4 (admise)
Les fonctions x = 1, x = 4 et x = & ont pour limite 0 en —co. On écrit :

1 1 1
Iim - =0; lim—Z:O; lim—3:O
x——00 X X——00 X xX——00 X

13.2.3 Asymptote oblique

Définition 13.5
On dit que la droite & d’équation y = ax +b est asymptote oblique en +oo (resp. —o0) a la courbe
¢ représentant une fonction f lorsque :

lim [f(x)—(ax+b)] =0 (resp. xl_i)r_nw [f(x)— (ax +b)] = 0)

x—+co

i

d est asymptote oblique a ¢ en +oo.

13.2.4 Fonctions sans limite en +oo

Certaines fonctions n’admettent pas de limite de +c0 ou en —co. C’est par exemple le cas des
fonctions cos et sin qui n’ont pas de limite ni en +co, ni en —co.

13.3 Limite d"une fonction lorsque x tend vers un réel a

Dans cette partie, on considére une fonction numérique f ayant un ensemble de définition
Ys. a désigne un réel vérifiant une des deux propositions ci-dessous :

— oubiena € %y;

— ou bien a est une borne d’un intervalle contenu dans %.

Exemple 13.2
Si f estune fonction dont I'ensemble de définition est Zf =]—o0; —1[U]+1; +oo[, (par exemple,
f définie par f(x) = <==) alors soit a € 7y, soita = ~1oua = 1.

13.3.1 Limite infinie en a

Définition 13.6
On dit que f a pour limite +o0 en a (ou quand x tend vers a) si, lorsque x prend des valeurs
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de plus en plus proches de a, les nombres f(x) peuvent devenir plus grands que n’importe
quel réel M fixé. On écrit :

lim f(x) = +oo

X—a

On dit que f a pour limite —co en a (ou quand x tend vers a) si, lorsque x prend des valeurs
de plus en plus proches de 4, les nombres f(x) sont négatifs et peuvent devenir, en valeurs
absolues, plus grands que n'importe quel réel M fixé. On écrit :

lim f(x) = —o0

X—a

Dans ces deux cas, on dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe %%.

Exemple 13.3
Soit f la fonction définie sur 7y =]0; +oo[ par f(x) =

1

N
a = 0 est une borne de Z. On peut donc étudier la limite de f lorsque x tend vers 0 : lorsque x
se rapproche de 0, V/x se rapproche également de 0 tout en restant positif, donc les nombres
f(x) deviennent aussi grands qu’on le souhaite. Ainsi :

lim f(x) = 400
x—0
L'axe des ordonnées (d’équation x = 0) est donc asymptote verticale a ¢7.

Remarque 13.1

La fonction inverse (f : x = 1) n’a pas une mais deux limites en 0 : en effet, si x se rapproche
de plus en plus de 0, soit on a x < 0 soit ona x > 0.

Dans le premier cas, les valeurs de f(x) sont négatives et leurs valeurs absolues deviennent
de plus en plus grandes ; on dit que la limite a gauche en 0 est —co :

lim f(x) = —o0

x—0; x<0

Dans le deuxiéme cas, les valeurs de f(x) sont positives et deviennent de plus en plus
grandes; on dit que la limite & droite en 0 est +oo :

lim f(x) = 400

x—0; x>0
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13.3.2 Limite finie ena

Définition 13.7

Soit I € R. On dit que f a pour limite [ en a (ou quand x tend vers a) si, lorsque x prend des
valeurs de plus en plus proches de a, les nombres f(x) se rapprochent de plus en plus de I.
On écrit :

lim f(x) = 1

On admet les résultats suivants :
— lorsque a > 0, lim Vx = V.
X—a
— si f est une fonction polyndme eta € R, ona: lim f(x) = f(a).
X—a

— si f est le quotient de deux polyndmes et a € Zf, on a: lim f(x) = f(a).

13.4 Théoremes sur les limites

Dans les tableaux suivants, [ et I’ sont des nombres réels finis. Ces tableaux résument les
propriétés a connaitre sur les sommes, produits et quotients de limites de deux fonctions f
et g.

Ces propriétés sont valables pour des limites en +co, en —oco ou en a. Lorsque les cases
contiennent « EL », il s’agit d"une forme indéterminée : on ne peut pas conclure (¢a dépend
des cas).

13.4.1 Limite d’une somme

Si f a pour limite l l l +00 —00 +00
et si ¢ a pour limite 4 +00 —00 +00 —00 —00
alors, f + g a pour limite | [+ +00 —00 +00 —00 EL
13.4.2 Limite d’un produit
Si f a pour limite l I>0 | 1>0 |I<0|I<0| 400 | 400 | —00 0
etsi gapour limite | [ 400 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —o00 |+/—o00
fxgapourlimite | IX]' | +c0 | —oc0 | —00 | 400 | 400 | —00 | +00 EL
13.4.3 Limite d’un quotient é
13.4.3.1 Cas ou la limite de la fonction g n’est pas nulle
Si f a pour limite / l 400 | +00 | —o0 | —00 | 4/—00
etsigapourlimite | ' #0 | +/—co [I'>0 | I'<0 | I'>0|I'<0 | +/ -0
= a pour limite li 0 +00 —00 —00 +00 FIL
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13.4.3.2 Cas ou la limite de la fonction g est nulle

Sifapourlimite |I>0ou+co |[>00u+oco |l <0ou—-co|l<0ou-—oco 0

et si g a pour limite | 0 en restant | 0 en restant | 0 en restant | 0 en restant 0
positive négative positive négative

= a pour limite +00 —00 —00 +00 EL

13.4.4 Formes indéterminées

Les

cas de formes indéterminées sont au nombre de quatre :

00 —o00; (Xoo; ;

0
0

818

13.5 Exemples
13.5.1 Etude de fonction
2
Soit f la fonction définie par f(x) =3 + Pt
1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3. Etudier la fonction f, donner le tableau de variation et tracer sa courbe représentative.
1. f estdéfinie pour les valeurs de x qui n’annulent pas le dénominateur, soit pour x # —2.
Z5 = R\{-2} ou encore | — 0c0; —=2[ U] — 2; +o0[.
2. Les bornes de %y sont —co, —2 et +oco.
x1_1)1_110(2) =2 et JCl_1>r_r(1)o(x +2) = —co donc xl_l)r_rlo i 0 a1n51,x1_1)r_r<1>0f(x) =3
lim (2)=2 et lim(x+2)=+40c0 donc lim =0 ainsi, lim f(x)=3
x—+00 x—+00 x—+oo X + x—+00
Donc la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a ¢ en +oo et en —oo. 1l
reste a étudier la limite lorsque x tend vers —2. Ici, deux études sont a faire : a gauche
(lorsque x reste inférieur a —2) et a droite (lorsque x reste supérieur a —2).
—six<—-2,alorsx+2<0.Donc lim = —ooainsi, lim f(x) = —oco.
x—-2x<=2 X + 2 x—-2, x<-2
—six>-2,alorsx+2>0.Donc lim = +ooainsi, lim f(x) = +oo.
x—-2x>-2 X + 2 x—=2, x<-2
Donc la droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a €.
3. La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition. Donc :
OxX((x+2)—2x1 2
-2, f'(x) =0+ =- <0
pour x # f&) (x +2)? (x +2)?
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Ainsi, f est strictement décroissante sur | —oco; —2[ et sur ] —2; +oo[. On obtient le tableau
de variation suivant :
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f'(%) - -

Apres avoir établi un tableau de valeurs on obtient la courbe suivante avec le tracé des
deux asymptotes :

|

Kl

~

—_—

13.5.2 Levée d’indétermination

Exemple 13.4

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x* — 3x + 5. Le calcul de la limite de f(x) en —co
ne pose pas de probleme (somme de limites valant +co et de 5). Par contre lors du calcul
de la limite en +co0 on se trouve face a une indétermination du type +oco — co. Pour « lever
I'indétermination », nous allons factoriser 1’expression de f(x) par le « mondme » de plus
haut degré :

3 5 3 5
— A2 2 2 )
fx)=x"xX2-x X HXX 5= (2_;4_;)

Etona:

limy 4002 =2

limy 400 —2 =0 pdonc: limy e (2 -3 %) =2

: 5 _
limy 00 3 =0

par produit : lim f(x) = +o0
X—00
limy o0 X2 = 400
Remarque 13.2
Cette méthode (factorisation par le monéme de plus haut degré) permet de lever toutes les

indéterminations de fonctions polyndmes en +co ou en —co.

Exemple 13.5
Calculer la limite en +oo et en —oo de x* + 2x° — x* — 3x + 4.
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Homothéties

T.Rey - Cours de premiere S 13 mai 2009



« Un statisticien est une personne qui
peut avoir la téte dans un four et les pieds
pris dans la glace et dire qu’en moyenne
il se sent bien. »

BeEnyjaMIN DERECA



Chapitre 15

Probabilités
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« Pascal combattait ses maux de tétes
avec des problemes de géométrie. .. Moi
je combattais la géomeétrie en feignant
d’avoir des maux de téte. »

TriSTAN BERNARD



Annexe A

Second degré

Voici le programme permettant a votre calculatrice de vous donner le discriminant et les
éventuelles racines d’un polyndme du second degré s’écrivant sous la forme Ax* + Bx + C:

Programme pour une casio :

"CALCUL DISCRIMINANT :"

"AX? + BX +C"
"A"?-A
"B"?—B
'C"?7—C

"DELTA=":B*-4xAXC — Da

D=0=Goto 1

D<0=Goto 2

D>0=Goto 3

Lbl1

"UNE SOLUTION"
—B/(2x A)a

Stop

Lbl2

"AUCUNE SOLUTION"
Stop

Lbl 3

"2 SOLUTIONS"
"X1=":(-B—- {/D)/(2x A)a
"X2=":(-B+ {/D)/(2x A)a
Stop

T.Rey - Cours de premiére S

Programme pour une TI :
PROGRAM :DEGRE2

Disp "CALCUL DISCRIMINANT :"
Disp "AX?> +BX +C"

Prompt A,B,C

ClrHome

B?—4xAxC—D

Disp "DISCRIMINANT",D

If abs(D)=0

Then

Disp "1 SOLUTION",—B/(2 X A)4
Else

IfD>0

Then

Disp "2 SOLUTIONS"

Disp (-B - \/(D))/(Z X A)4
Disp (-B + \/(D))/(Z X A)4
Else

Disp "AUCUNE SOLUTION"
End

End
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« Pascal combattait ses maux de tétes
avec des problemes de géométrie. .. Moi
je combattais la géomeétrie en feignant
d’avoir des maux de téte. »

TriSTAN BERNARD



Annexe B

Dérivées des fonctions usuelles

Dans la suite de ce formulaire, k est un réel quelconque fixé et n est un entier naturel non nul.

Fonction f Dérivée f’ Ensemble de
dérivabilité de f
x -k x—0 R
XX x—1 R
X x? X 2x R
X x" x = nx"! R
1
X \x X — R’
\/_ 2 ’\/E +
1 1 ]
X — X —— R
X X
X > cos(x) x = —sin(x) R
X > sin(x) X > cos(x) R
Quelques rappels :

— si f est dérivable sur I, alors, kf est dérivable sur [, et (kf)" = kf’;

si u et v sont dérivables sur I, alors u + v est dérivable sur I et (u + v) = u’ +v’;

si u et v sont dérivables sur I, alors uv est dérivable sur [ et (uv) = w'v + uv’;

si u et v sont dérivables sur I, avec pour x € [,0(x) # 0, alors % est dérivable sur I et

(g)/ _ wo—uv’
v v

T.Rey - Cours de premiére S
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«Il n'y a pas de probleme. 1l n'y a que
des professeurs. »
JACQUES PREVERT



Annexe C

Calculatrices et statistiques

Voici le détail des manipulations a effectuer pour obtenir les parametres statistiques et la
boite a moustaches d'une série statistique a une variable x ; chaque x; ayant un effectif ;.

Pour les « casio »

Entrée de la série : Sélectionner le menu 2
et entrer dans la colonne LIST1 les va-
leurs de la série, puis dans la colonne
LIST2 les effectifs correspondants.

Obtention des parametres :

— Appuyer sur F2(CALC), puis sur
F6(SET) (ou F4 sur la graph25).

— Sur la ligne 1VARXLIST, indiquer
LIST1 avec les touches de fonc-
tions; sur la ligne 1VARFREQ, indi-
quer LIST2. Terminer en appuyant
sur QUIT.

— En appuyant sur la touche de fonc-
tion correspondant a 1VAR, on ob-
tient les parametres de la série : x
(moyenne), x,, (écart type), n (effec-
tif total), Q; (premier quartile), .. ..

Tracé de la boite a moustaches :

— Dans le menu 2 (STAT), selectionner
le menu GRAPH.

— Sélectionner le menu SET (touche F6
ou F4 deux fois sur la graph25).

— Sur la ligne G-Type, choisir 1'op-
tion BOX (en appuyant éventuelle-
ment sur F4).

— Sur la ligne 1VARXLIST, indiquer
LIST1 avec les touches de fonc-
tions; sur la ligne 1VARFREQ, indi-
quer LIST2. Terminer en appuyant
sur QUIT.

— Appuyer sur F1 (GRAPH1) pour ob-
tenir la boite a moustaches.
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Pour les « TI »

Entrée de la série : Appuyer sur la touche
STAT, puis sur 1:EDIT. Dans la colonne
L1, saisir les valeurs de la série et dans
la colonne L2 les effectifs correspon-
dants. Appuyer a nouveau sur STAT.

Obtention des paramétres :
— Sélectionner l'onglet CALC (avec

la fleche droite) et appuyer sur
la touche 1:1-Var Stats. Appuyer
sur 2ND, puis 1 pour afficher L1, puis
,2ND 2 (ne pas oublier la «, »)

— Appuyer sur ENTER pour obtenir les

parametres : X (moyenne), o, (écart-
type), n (effectif total), Q; (premier
quartile), . . ..

Tracé de la boite a moustaches :
— Sélectionner le menu STATPLOT en

appuyant sur 2ND et Y=.

Appuyer sur 1 et sélectionner 1'op-
tion ON.

Sur la ligne Type, sélectionner la
boite a moustaches (cinquiéme type
de graphiques).

Sur la ligne XList, choisir L1 (en ap-
puyant sur 2ND puis 1).

Sur la ligne Freq, choisir L2

Dans le menu WINDOW, indiquer
comme Xmin un nombre inférieur a
la plus petite valeur de la série, et
comme Xmax, un nombre supérieur
a la valeur maximale de la série.

— Appuyer sur la touche GRAPH.
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« Les maths c’est comme 'amour. Une
idée simple mais qui peut parfois se com-
pliquer »

RoBERT DRABEK



Annexe D

Résolution de systemes par la méthode de
GaAuss

Le but de la méthode de Gauss est de trouver un systéme triangulaire ! équivalent au systeme
de départ (c’est a dire ayant le méme ensemble solution). Pour cela on va effectuer des com-
binaisons linéaires sur les lignes du systeme pour « éliminer » successivement une inconnue
dans les deuxieme et troisieme équations puis une autre dans la troisieme équation.

Exemple D.1
3x+2y-5z=-25 (L,)
Résoudre le systeme (S) : { x+6y —z=-13 (L)
2x -4y +2z=18 (La)

On recopie la premiere équation; on remplace la deuxiéme par la premiere a laquelle on
soustrait trois fois la seconde; on remplace la troisieme par le double de la premiere moins
le triple de la troisieme. Ainsi, I'inconnue x est éliminée des lignes 2 et 3 du systeme :

3x +2y —-5z=-25 (L)
S)e={ -16y —2z=14 (L; 3L, - L})
16y —16z=-104 (2L, —3L; — L)

On recopie les lignes 1 et 2 du syteme ; on remplace la troisiéme par la somme des lignes 2 et
3. ainsi, I'inconnue y est éliminée de la troisieme équation ; le systeme est alors triangulaire :

3x +2y -5z=-25 (L,)
)= -loy —-2z=14 (L))
-18z=-90 (L) +L;— L)

La troisieme équation permet de calculer z. en remplacant dans 1’équation de la ligne 2, on

obtient alors y puis x en remplacant dans la ligne 1
Y= —25-2x3+5x5 1

3
(S)a—s y= 14:r12(§<5 —

_3
2

La solution du systeme est . = {(1 ; —% ; 5)}.

1. Un systeme triangulaire est un systéme ot il n'y a qu’une inconnue dans la derniére équation, deux
inconnues dans ’avant derniére équation, . ..
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