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P

ro
du

it
sc

al
ai

re

6.
2.

2
P

ro
pr

ié
té

s
al

gé
br

iq
ue

s
P

ro
pr

ié
té

6.
3

So
it

~u
,~v

et
~w

tr
oi

s
ve

ct
eu

rs
du

pl
an

.S
oi

t
k
∈

R
.O

n
a

:

~u
·~v

=
~v
·~u

;
(~u

+
~v
)
·~w

=
~u
·~w

+
~v
·~w

;
(k

~u
)
·~v

=
k
(~u
·~v

)

D
ém

on
st

ra
ti

on
:

–
le

s
pr

em
iè

re
et

tr
oi

siè
m

e
ég

al
ité

s
se

dé
m

on
tr

en
t

ai
sé

m
en

t
av

ec
la

pr
op

rié
té

6.
2

ca
r

co
s(

θ)
=

co
s(
−

θ)
;

–
po

ur
la

de
ux

iè
m

e
:s

oi
t

O
un

po
in

t
du

pl
an

,o
n

no
te

A
,B

et
C

le
s

po
in

ts
te

ls
qu

e
−→ O

A
=

~u
,

−→ A
B

=
~v

et
−→ O

C
=

~w
.

~w

~u

~v

~v
O

A

C
H

KB

En
ut

ili
sa

nt
la

re
m

ar
qu

e
6.

3,
on

a
da

ns
le

ca
s

de
la

fig
ur

e
ci

-d
es

su
s

:
−−→ O

B
·−
→

O
C

=
O

K
×

O
C

et
:

−→ O
A
·−
→

O
C

+
−→ A

B
·−
→

O
C

=
O

H
×

O
C

+
H

K
×

O
C

=
(O

H
+

H
K

)
×

O
C

=
O

K
×

O
C

.
D

on
c

:−
−→ O
B
·−
→

O
C

=
−→ O

A
·−
→

O
C

+
−→ A

B
·−
→

O
C

.

6.
2.

3
D

an
s

un
re

pè
re

or
th

on
or

m
al

P
ro

pr
ié

té
6.

4
So

it
~u
(x

;y
)

et
~v
(x
′ ;

y
′ )

da
ns

un
re

pè
re

or
th

on
or

m
al

(O
;~ i

,~ j
).

A
lo

rs
:

~u
·~v

=
x
x
′
+

y
y
′

D
ém

on
st

ra
ti

on
:

O
n

ut
ili

se
la

pr
op

rié
té

6.
3.

O
n

a
~u

=
x~
i
+

y~
j

et
~v

=
x
′ ~ i

+
y
′ ~ j

.A
in

si
:

~u
·~v

=
(x

~ i
+

y~
j)
·(

x
′ ~ i

+
y
′ ~ j

)

=
(x

~ i)
·(

x
′ ~ i
)
+

(x
~ i)
·(

y
′ ~ j

)
+

(y
~ j
)
·(

x
′ ~ j

)
+

(y
~ j
)
·(

y
′ ~ j

)

=
x
x
′ ~ i
·~ i

+
(x

y
′
+

x
′ y

)~ i
·~ j

+
y
y
′ ~ j
·~ j

=
x
x
′
+

y
y
′

En
eff

et
,e

n
ap

pl
iq

ua
nt

la
pr

op
rié

té
6.

2,
le

re
pè

re
ét

an
t

or
th

on
or

m
al

,o
n

a
:

~ i
·~ i

=
||~ i
||2

co
s(

0)
=

1
et

~ i
·~ j

=
||~ i
||
×
||~ j
||

co
s
( π 2

) =
0
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C
ha

pi
tr

e
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P
ro

du
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sc
al

ai
re

Le
pr

od
ui

t
sc

al
ai

re
1

(v
ie

nt
du

la
tin

sc
ol

ar
is

:e
sc

al
ie

r,
éc

he
lle

)
es

t
un

e
op

ér
at

io
n

s’a
pp

liq
ua

nt
à

de
ux

ve
ct

eu
rs

.I
la

ét
é

in
ve

nt
é

pa
r

de
ux

ph
ys

ic
ie

ns
G

ra
ss

m
an

n
et

G
ib

bs
et

a
ét

é
ba

pt
isé

ai
ns

ip
ar

le
m

at
hé

m
at

ic
ie

n
irl

an
da

is
H

am
il

to
n

(1
80

5-
18

65
).

En
m

at
hé

m
at

iq
ue

s,
il

pe
rm

et
d’

ut
ili

se
r

le
s

no
tio

ns
eu

cl
id

ie
nn

es
de

di
st

an
ce

s,
an

gl
es

,o
rt

ho
go

-
na

lit
é

da
ns

de
se

sp
ac

es
de

di
m

en
sio

n
qu

el
co

nq
ue

.I
le

st
au

ss
iu

til
isé

da
ns

de
sn

ot
io

ns
be

au
co

up
pl

us
co

m
pl

ex
es

qu
’o

n
ne

dé
ta

ill
er

a
pa

s
ic

i.
En

ph
ys

iq
ue

,i
lc

ar
ac

té
ris

e
la

no
tio

n
de

tr
av

ai
ld

’u
ne

fo
rc

e
su

r
un

dé
pl

ac
em

en
t

m
ai

s
es

t
au

ss
i

ut
ile

en
hy

dr
od

yn
am

iq
ue

,é
le

ct
ro

m
ag

né
tis

m
e,

..
..

Le
sv

ec
te

ur
sp

ou
va

nt
êt

re
vu

ss
ou

sp
lu

sie
ur

s«
as

pe
ct

s»
(g

éo
m

ét
riq

ue
et

al
gé

br
iq

ue
),

on
re

tr
ou

ve
pl

us
ie

ur
s

dé
fin

iti
on

s
éq

ui
va

le
nt

es
du

pr
od

ui
t

sc
al

ai
re

.N
ou

s
al

lo
ns

le
s

ét
ud

ie
r

da
ns

ce
ch

ap
itr

e
et

no
us

re
vi

en
dr

on
s

su
r

se
s

ap
pl

ic
at

io
ns

da
ns

le
ch

ap
itr

e
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P
ro

du
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sc
al

ai
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eu
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1
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ro
je

ct
io

n
or

th
og
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al
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éfi
ni
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1

So
it

O
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et
B

tr
oi

sp
oi

nt
sn

on
-a

lig
né

sd
u

pl
an

.L
e

pr
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é

or
th

og
on
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de

B
su
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dr
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A
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es
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O
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es
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le
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oj
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og
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su
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A
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:

O

B

A
H

O

B

A
H

6.
1.

2
P

ro
du

it
sc

al
ai

re
D

éfi
ni

ti
on

6.
2

So
it

~u
et

~v
de

ux
ve

ct
eu

rs
du

pl
an

.S
oi

t
O

un
po

in
t

du
pl

an
.

O
n

no
te

A
et

B
le

s
po

in
ts

du
pl

an
te

ls
qu

e
−→ O

A
=

~u
et
−−→ O

B
=

~v
.

O
n

ap
pe

lle
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od
ui
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ca

la
ire
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v
le

ré
el

no
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6.2
A

utres
expressions

du
produit

scalaire
51

–
Soit

~u
et

~v
deux

vecteurs
tels

que
~u
·~v

=
0.Par

définition,on
a

~u
·~v

=
±

O
A
×

O
H

.O
n

a
deux

cas
possibles

:
–

soit
O

A
=

0
c’est-à-dire

que
~u

=
~0

donc
~u

et
~v

sont
orthogonaux;

–
soit

O
H

=
0

c’est-à-dire
que

~v
=

~0
ou

B
appartient

à
la

perpendiculaire
à

(O
A

)
passant

par
O

donc
dans

les
deux

cas,les
vecteurs

~u
et

~v
sont

orthogonaux.

6.2
A

utres
expressions

du
produit

scalaire

6.2.1
G

éom
étriquem

ent
P

ropriété
6.2

Soit
~u

et
~v

deux
vecteurs

non
nuls

du
plan.

O
n

note
θ

l’angle
(géom

étrique)
form

é
par

ces
vecteurs.A

lors
:

~u
·~v

=
||~u||×

||~v||×
cos(θ)

D
ém

onstration
:

Soit
O

un
point

du
plan.O

n
note

A
et

B
les

points
du

plan
tels

que
−→O

A
=

~u
et
−−→O

B
=

~v.Soit
H

le
projeté

orthogonalde
B

sur
(O

A
).O

n
note

θ
l’angle

géom
étrique

form
é

par
les

vecteurs
~u

et
~v

:
θ

=
Â

O
B

.

P
rem

ier
cas

:
θ
∈

[0
;

π2 ].

~u

~v

O

B

A
H

~u
·~v

=
O

A
×

O
H

θ

D
ans

le
triangle

O
B

H
rectangle

en
H

on
a

O
H

=
O

B
cos(θ).D

onc
:

~u
·~v

=
O

A
×

O
B

cos(θ)
=
||~u||×

||~v||cos(θ)

D
euxièm

e
cas

:
θ
∈

[
π2

;
π
].

~u

~v

O

B

A
H

~u
·~v

=
−

O
A
×

O
H

θ

D
ans

le
triangle

O
B

H
rectangle

en
H

on
a

O
H

=
O

B
cos(π

−
θ)

=
−

O
B

cos(θ).D
onc

:

~u
·~v

=
−

O
A
×

(−
O

B
cos(θ))

=
||~u||×

||~v||cos(θ)
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50
P

roduit
scalaire

–
si

~u
=

~0
ou

~v
=

~0
alors

~u
·~v

=
0;

–
si

~u
6=

0
et

~v
6=

0
alors,en

notant
H

le
projeté

orthogonalde
B

sur
(O

A
),

–
si −→O

A
et
−−→O

H
sont

de
m

êm
e

sens,
~u
·~v

=
O

A
×

O
H

;
–

si −→O
A

et
−−→O

H
sont

de
sens

contraire,
~u
·~v

=
−

O
A
×

O
H

.

~u

~v

O

B

A
H

~u
·~v

=
O

A
×

O
H

θ

~u

~v

O

B

A
H

~u
·~v

=
−

O
A
×

O
H

θ

R
em

arque
6.1

En
notant

θ
l’angle

(géom
étrique)

form
é

par
les

vecteurs
~u

et
~v,on

rem
arque

que
si

θ
est

aigu,
le

produit
scalaire

de
~u

par
~v

est
positifet

si
θ

est
obtu,le

produit
scalaire

est
négatif.

R
em

arque
6.2

Le
produit

scalaire
d’un

vecteur
~u

par
lui-m

êm
e

est
noté

~u
2.Ilest

égalà
||~u|| 2

et
on

l’appelle
carré

scalaire
de

~u.

R
em

arque
6.3

Sur
la

figure
ci-contre,

en
appliquant

la
défi-

nition,
on

obtient
facilem

ent
les

égalités
sui-

vantes
:

−→O
A
· −−→O

B
=
−→O

A
· −→O

C
=
−→O

A
· −−→O

D
=

O
A
×

O
H

O

BC D

A
H

6.1.3
V

ecteurs
orthogonaux

D
éfinition

6.3
Soit

~u
et

~v
deux

vecteurs
du

plan.Soit
O

un
point

du
plan

et
soit

A
et

B
les

points
tels

que
−→O

A
=

~u
et
−−→O

B
=

~v.Les
vecteurs

~u
et

~v
sont

dits
orthogonaux

sil’une
des

deux
situations

suivantes
est

réalisée
:

–
~u

=
~0

ou
~v

=
~0;

–
les

droites
(O

A
)

et
(O

B
)

sont
perpendiculaires.

P
ropriété

6.1
Soit

~u
et

~v
deux

vecteurs
du

plan.
Les

vecteurs
~u

et
~v

sont
orthogonaux

si
et

seulem
ent

si
~u
·~v

=
0.

D
ém

onstration
:

–
Soit

~u
et

~v
deux

vecteurs
orthogonaux,on

a
deux

cas
:

–
si

~u
=

~0
ou

~v
=

~0,alors
le

produit
scalaire

est
évidem

m
ent

nul;
–

si
~u

et
~v

sontnon-nuls,avec
lesnotationsde

la
définition

6.2,on
a

(O
A

)⊥
(O

B
),le

projeté
orthogonalde

B
sur

(O
A

)
est

O
donc

~u
·~v

=
O

A
×

O
O

=
0.
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