Chapitre 3

Le second degré

3.1 Fonction polynome

Définition 3.1
On appelle fonction polynome ou plus simplement polynome toute fonction f qui peut s’écrire
sous la forme :

froxr— apz" +an 12" '+ +ax+ay oupouri=0,1,....,n, onaa €R

Remarque 3.1

Quelques points de vocabulaire :

— si n est le plus grand entier pour lequel a,, # 0, on dit que le degré du polynoéme est n;

— chaque a; est appelé coefficient d’ordre ¢ du polyndéme;

— les termes a;x’ sont appelés les monomes:;

— un polynéme formé de trois monomes est parfois appelé trindome et plus généralement, si
a # 0, le polyndme ax? + bz + c est appelé trindme du second degré (méme si b ou c est nul).

Exemple 3.1
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (2% + 2)(3z — 5). La fonction f est une fonction
polynoéme car en développant, on peut écrire :

f(z) = 32> — 52 + 62 — 10
Ainsi f est un polynéme de degré 3. Le coefficient de f d’ordre 2 est —5.

Exemple 3.2

Les fonctions affines non constantes sont des polynémes de degré 1.
Les fonctions constantes sont des polynémes de degré 0.

La fonction constante nulle est aussi appelé polynéme nul.

Propriété 3.1 (admise)
Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et que leurs coefficients de
méme ordre sont deux a deux égaux.

Exemple 3.3

Pour tout réel z on a 223 — 522 +4 = azx® + ax® + ax + ag. Alors la propriété 3.1 nous permet
d’affirmer que :

a3 =2,ay=—5,a; =0et ag =4.
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22 Le second degré

3.2 Polyndéme de degré 2

3.2.1 Forme canonique

Propriété 3.2

Soit az?® + bz + ¢ un trindme du second degré (donc a # 0). 11 existe des réels a et 3 tels que :
ar® +br +c=a(z+a)* -

L écriture a(x + «)? — 3 est appelée forme canonique du trindme.

Démonstration :
ar’ +br+c = a(xz—l—gm—i—g)
= a(@r2xexd (L) - (L))
= a((@r8) - - 5)
= a((o+g)" - vk

= oforg) -

b2 —4ac

_ b _
On a alors a = 5~ et § = >

Exemple 3.4
Déterminer la forme canonique du trindome du second degré f défini par f(z) = 22% — bx + 3,
puis résoudre f(z) = 0.

20 —5r+3 = 2(2*—3z)+3
= 2(2?—2xax i+ (D) - (3)7)+3
= 2((-9-%)+3
2(p—3) B
29—
Reésolvons I'équation f(z) =0 :
fl@)=0 = 2(:1;—322—%:0
= (2-3)" —5=0
2
= (- -{)y=0
= (z—3-7)(@-3+3) =0
= (z-35)(z-1)=0
— x:%oule
3

3.2.2 Représentation graphique

Soit f un polynéme du second degré défini par f(x) = ax? + bx + ¢ (avec a # 0). On a vu avec
la propriété 3.2 qu'il existe deux réels « et 3 tels que f(z) = a(x + a)? — B.
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3.3 Equation de degré 2 23

En notant %, la courbe représentative de la fonction x — az? (qui s’obtient facilement a partir
de la courbe représentant la fonction carré), on a €y = tz(%,); ou U = —ai — 3.

Ainsi, la représentation graphique d’une fonction polynéme est une parabole tournée vers le
haut si a > 0 et tournée vers le bas si a < 0.

Exemple 3.5
On reprend le polynéme f de 'exemple 3.4. En notant % la courbe représentative de la fonction
x — 222,

On a alors € = H%) ou @ = 2i — 1j.

3.3 Equation de degré 2

Définition 3.2
Un équation du second degré est une équation pouvant s’écrire sous la forme :

ar® +br+c=0aveca#0
On appelle discriminant d'une telle équation le réel noté A = b? — 4ac.

Remarque 3.2 (Vocabulaire)
Si P est un polynéme du second degré, alors I’équation P(z) = 0 est une équation du second
degré. Les solutions de cette équation sont appelées les racines du polynome P.

Théoréme 3.1

Soit az? 4+ bxr + ¢ = 0 (ot a # 0) une équation du second degré. On note A son discriminant.
On atrois cas possibles :

— si A < 0 alors I'équation ax?® + bx + ¢ = 0 n’a pas de solution ;

— si A =0 alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 a une unique solution zy =
— si A > 0 alors I'équation az? + bxr + ¢ = 0 a deux solutions distinctes :

b+ VA ~b— VA
= —ct 19 = ——

2a 2 2a

— 50

T

Démonstration :
D’apres la propriété 3.2 et sa démonstration, on sait qu’il existe « et (3 réels tels que :

b2 — 4ac

b
ar’ +br+c=alr+a)’ —Baveca=—et 3=
2a 4a

Ainsi, en posant A = > — 4ac on a :

ar’ +br+c=0 < a(:ﬁ—l—%)Q—é:O
= (r+ L) -2 =0

4q?

En remarquant que 4a® > 0 (car a # 0), on a alors trois cas possibles :

. . 2 ,
— st A <0 alors —ﬁ > ( et 'expression (x + %) — % est donc la somme d’un carré et d’un

réel strictement positif; elle ne peut donc pas étre nulle : I’équation n’a pas de solution ;
— si A =0, alors I'équation de départ est équivalente a (z+ %)2 = 0 qui a une unique solution :
b

Lo = —34
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24 Le second degré

— si A > 0 alors VA existe et on a :

2
— (x+ ”f‘?)

Ainsi, ’équation a alors deux solutions z; = VA VA o Ty = — =

Exemple 3.6

Résoudre dans R I’équation 22 4+ 2 — 1 = 0.

On calcule le discriminant : A =12 -4 x 1 x (=1) =5 > 0.
L’équations a donc deux solutions distinctes :

“1-V5 —1-5 ~1+ V5
= = et 19 = ——(—

=51 7 2 2

On a donc : . = {_15‘[; _1;”/5}. La solution x5 est appelée nombre d’or et souvent noté .

Exemple 3.7

Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f définie par f(z) = %

La fonction f est une fonction rationnelle ; elle est donc définie pour tous les x qui n’annulent pas

le dénominateur. Les valeurs interdites sont donc les solutions de I’équation 22? — 3x — 2 = 0.

Calculons le discriminant de cette équation du second degré : A = (—3)2—4x2x (—2) = 25 > 0.
—(=3)+v25 —(=3)-v25

L o _ _ 1
L’équation a donc deux solutions : z; = ) =2et 29 = 53 5-

L’ensemble de définition de f est donc R\{—1;2}.

Remarque 3.3
Soit ax? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré (a # 0).
Si a et ¢ sont de de signes contraires, alors ac < 0 et donc —4ac > 0. Dans ce cas, A > 0.

Remarque 3.4

Il est parfois utile de chercher des solutions « évidentes » : par exemple si a + b+ ¢ = 0 alors
2 = 1 est une solution évidente car a x 1> +bx 1+c=a+b+c=0.

L’autre solution est alors <.

3.4 Signe d’un trindme de degré 2

3.4.1 Factorisation d’un trindme du second degré

Théoréme 3.2 (admis)

Soit az? + bx + ¢ un trindme du second degré (a # 0) et A son discriminant. On a alors trois
cas possibles :

— si A < 0 alors ax? + bx + ¢ n’est pas factorisable;

— si A =0 alors az? 4+ bx + ¢ = a(z — z9)? o Ty = — L ;
— i A >0 alors az? + bz + ¢ = a(z — 21)(x — x3) ot 7 = ==VA

—b+VA
2a 2a :

et To =

Exemple 3.8
Factoriser le trinome 322 — 5x — 2.
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3.4 Signe d’un trindéme de degré 2 25

On calcule A = ( 5)2 4 x3x(—2) =49 > 0; donc le trinéme a deux racines :

_ —(5)-vaD _ —(=5)+9
=723 get f==—55— =2
On a alors : 322 —5x—2 =3(z + 3)(x —2).

3.4.2 Signe d’un trindme du second degré

Théoréme 3.3
Soit ax? + bz + ¢ un trindme du second degré. On pose A = b? — 4ac.

si A <0, alors pour tout z € R, ax? + bz + ¢ est du signe de a.

si A =0, alors pour tout z # —2%, az? + bx + c est du signe de a.

2a7
si A >0, alorsaz?®+bx+c
— est du signe de a pour z « & I'extérieur des racines » de az? + bx + c,
— est du signe contraire de a « a U'intérieur des racines » de ax? + bx + c.

Démonstration :

SiA<0,onaar’+br+c=a ((x + %) 4a2) (D’ apres la dém de la prop 3.2.) La parenthese
est donc strictement positive pour tout x € R, donc az? 4 bz + ¢ est du signe de a.

On utilise une démonstration analogue pour le cas ou A = 0.

Enfin, si A > 0, on utilise un tableau de signes pour obtenir le résultat annoncé.

Exemple 3.9
On considére le trindme 622 — 10z — 4. A = 10> — 4 x 6 x (—4) = 196. Les racines du trindme
sont :

10-v196 1 10+ V196

2% 6 3 T 2x%6

Représentons sur un axe gradué « I'intérieur » et « 'extérieur » des racines :

S
3

En vert : « 'extérieur » des racines, et en bleu « l'intérieur » des racines.

— Pour x € } 3 2[ (z a lintérieur des racines), 622 — 10z — 4 est du signe contraire de 6 soit
622 — 10z —4 < 0

— Pour z € } 00; — [ ]2; +00[ (2 a Dextérieur des racines), 62 — 10z — 4 est du signe de 6
soit 622 — 10z — 4 >0

On regroupe ces résultats dans un tableau de signes :

x —00 —% 2 +00
62 — 10z — 4 + 0 - 0+
Un trinéme : quatre inéquations possibles
~ La solution de I'inéquation 6z — 102 —4 > 0 est : ¥ =] — 00; —35[U]2; +ool.
— La solution de I'inéquation 622 — 10z —4 > 0 est : ¥ =] —00; —3] U [2; +o0]
— La solution de I'inéquation 622 — 10z —4 < 0 est : ¥ =] — ;2]
— La solution de I'inéquation 622 — 10z —4 < 0 est : &7 = [—5; 2].
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26 Le second degré

3.5 Récapitulons...

3.5.1 Représentation graphique et A

Soit & une parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ dans un repére orthogonal. On ne connait
pas la position précise de & dans le repeére, mais on peut étudier sa position par rapport a
I’axe des abscisses ; en effet :

si A >0, l'équation az?+ bx + ¢ = 0 a deux solutions donc & coupe l'axe des abscisses en
deux points;

si A =0, l'équation az? + bx + ¢ = 0 a une unique solution : on dit que 2 est tangente a
I’axe des abscisses ;

si A <0, l'équation ax?+ bz + ¢ = 0 n’a pas de solution donc £ ne rencontre pas 'axe des
abscisses.

De plus, on montre facilement a ’aide du produit d’une fonction par un réel que si a > 0, la
parabole est « tournée » vers le haut, et si a < 0, la parabole est « tournée » vers le bas.

On regroupe les résultats dans le tableau suivant en notant :
— 2 la parabole d’équation y = ax? + bz + c ot a # 0.

—A:b2—4acavecx0:—%siA:Oetmlz%Z,xgz%zsiA>0.

A>0 A=0 A <0

a>0

a<0

3.5.2 Programmons...

Voici le programme permettant a votre calculatrice de vous donner le discriminant et les éven-
tuelles racines d’'un polynéme du second degré s’écrivant sous la forme Ax? + Bz + C' :
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Programme pour une casio :

'"CALCUL DISCRIMINANT :"

"AX? + BX +C"
"A'"?7—A

'B"?7—B

'C"?7—C
'"DELTA=":B? —4x AxC — D4
D=0=Goto 1
D<0=Goto 2
D>0=Goto 3

Lbl 1

"UNE SOLUTION"
—B/(2x A)4

Stop

Lbl 2

"AUCUNE SOLUTION"
Stop

Lbl 3

'2 SOLUTIONS"
'X1=":(=B—/D)/(2x A)a
'X2=":(—-B+ \/D)/(2 X A)d
Stop
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Programme pour une TT :
PROGRAM :DEGRE2

Disp "CALCUL DISCRIMINANT :'
Disp "AX%?+ BX +C"
Prompt A,B,C

ClrHome

B2 —4xAxC—D

Disp "DISCRIMINANT". D
If abs(D)=0

Then

Disp "1 SOLUTION",—B/(2 x A)a4
Else

ItD>0

Then

Disp "2 SOLUTIONS'

Disp (=B — \/(D))/(2 x A)4
Disp (=B + /(D))/(2 x A)4
Else

Disp "AUCUNE SOLUTION"
End

End
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