Suites

1 Suite de nombres réels

1.1 Définition

Définition 1
On appelle suite de terme général u,, et on note (u,),>o ou plus simplement u la liste ordonnée
des nombres ug, uy, usg, uz, .... Les nombres u; son appelés les termes de la suite.
Un suite (u,) est donc une application définie par u: N — R
n o — U,

Remarque 1
Parfois le premier terme d’une suite peut étre u; et non pas ug.

Exemple 1
On définit (u,) comme la suite des nombres pairs.
Dans ce cas, on a : ug =0, u; = 2, us =4, .... On peut écrire aussi u,, = 2 x n.

1.2 Mode de génération

Une suite (u,) est entiérement définie si on est capable de calculer u, pour n’importe quelle
valeur de n. Il existe deux fagons usuelles pour définir une suite :

1.2.1 Suite définie « en fonction de n »

Exemple 2
On considere la fonction f: R — R
vo— fx) = 55
Si z € N, f(x) est toujours défini. On peut donc considérer la suite u de terme général :

n+3
un_f<n)_n2—_l_1
On a alors :
0+3 143 5
U= ——=23, U = ———" =2, ...
0 02+1 Y 1 12+1 9

Dans cette situation, on est bien en mesure de calculer u,, pour tout n € N.

Représentation graphique d’une suite définie « en fonction de n »

Soit w une suite définie par u, = f(n) pour n € N, ou f est une fonction numérique définie
sur R.

On trace dans un repére la représentation graphique de f. Le terme u; de la suite est alors
I'ordonnée du point de C; dont I'abscisse est 1.

Exemple 3
Le graphique ci-dessous représente la suite u définie par u,, = f(n), ou f est la fonction définie
sur R par f(z) =2 — 2\/x + 2



U0

1.2.2 Suite définie par récurrence

Exemple 4

Je posséde 1 000 € sur mon livret d’épargne. Chaque année on me reverse dessus 5 % en intéréts
et je rajoute 100 €. J’appelle u,, la somme dont je dispose sur mon livret apres n ans. On a
donc :

— pour n € N, upiy = (1+ 135) X up, + 100 = 1, 05u,, 4 100.

— la somme disponible sur le livret aujourd’hui est 1 000€. Donc : uy = 1 000

Ona:u; =1,05x1000+100 =1 150, puis us = 1,05 x 1 150+ 100 = 1 307,50 . ... De proche
en proche, on peut donc calculer u,, pour n’importe quelle valeur de n.

Définition 2
Soit f une fonction numérique définie sur R, et a un réel quelconque. On dit que la suite (s, )n>0

vérifiant { o =0

est définie par récurrence et on note :
Unt1 = f(uy,), pour tout n € N P

w Ug = a
‘ pour n € NyunJrl = f(un)

Remarque 2
Lorqu’'une suite est définie par récurrence, pour calculer u,,, on est obligé d’avoir calculé tous
les termes précédents.

Représentation graphique d’une suite définie par récurrence

ug € R

Uns1 = f(u,) pour tout n >0

On trace dans un repére la droite d d’équation y = x et la courbe représentative C; de la
fonction f. On place ensuite sur I'axe des abscisses ug. On a u; = f(ug); on peut donc lire uy
sur l'axe des ordonnées comme 'image de ug par f. On reporte alors u; sur ’axe des abscisses
grace a d.

Soit u la suite définie par :



Exemple 5
Le graphique ci-dessous est obtenu avec f : x — 4z + 2 et ug = 1. On a donc u définie par :

Uy = 1
{ Up+1 = V4u, +2 pour tout n > 0

2 Variations d’une suite

Définition 3

On dit que la suite (uy,),>0 est :

— strictement croissante si pour tout n € N, u,1 > uy,.

— strictement décroissante si pour tout n € N, u,1 < uy.

Exemple 6
On pose pour tout n € N, u,, = (2n + 1), Pour étudier les variations de (u,),>0, on calcule
Up+1 — Up
Unpr —Uun = (2(n+1)+1)7% = 2n+1)
= (2n+3)°—(2n+1)°
= 4n?+12n+9— (4n® +4n+1)
= 8 +8>0, pourn e N

Donc la suite (uy,),>0 est strictement croissante.

Exemple 7

Vg = 10

Upg1 = (vn)2 +3v, +1°
Pour étudier les variations de (v,), on va calculer v, — v, :

On considére la suite (v,,),>0 définie par récurrence par : {

Upyl — Up = (vn)2 +3v, +1—v,
= (v,)+2u, + 1
= (v, +1)*>>0,pour n € N

Donc la suite (vy,),>0 est strictement croissante.



3 Suites arithmétiques

3.1 Définition

Définition 4

Une suite (u,)n>o est dite arithmétique si la différence entre deux termes consécutifs est
constante. C’est a dire qu’il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n, u, 1 = u, + r.
Le réel r est appelé raison de la suite (uy,)n>0.

Exemple 8
Si u est la suite arithmétique de premier terme ug = 5 et de raison 3, on a :

U0:5
Uy =uU+3=5+3=28

3.2 Calcul du terme général

Théoreme 1

— si u est une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r, alors, pour tout n € N,
Uy = Ug + NT.

— si pour tout n € N, u,, = a+b-n, alors, u est la suite arithmétique de premier terme ug = a
et de raison b.

Démonstration :
—Ona:u =uy+r,
puis, ug = uy + 1 = (ug + 1) +r = ug + 2r.
De méme, ug = ug +r = (ug + 2r) + r = ug + 3r, ... et ainsi de suite, on obtient u,, = ug + nr.
— Si pour tout n € N, u,, = a+nb, alors u,+1 — u, = (a+ (n + 1)b) — (a + nb) = b. Donc, pour
tout n € N, u,11 = u, + b, et donc v est une suite arithmétique de raison b et de premier
terme ug =a+0-b = a.

Exemple 9
En reprenant la suite de 'exemple 8, on a :

Pour tout n ¢ N, u,=54+nx3=5+3n

Remarque 3
Si le premier terme d’une suite arithmétique est uq, et sa raison est r, on a :

pour tout n € N*,  w, =u; + (n —1)r

3.3 Calcul de la somme des premiers termes

Propriété 1
La somme S des n premiers termes d’une suite arithmétique est :

n x (premier terme + dernier terme)

2
Dans le cas ou le premier terme est wug, on obtient : S = %

nX(ui+un)
— -

S:

Dans le cas ou le premier terme est uy, on obtient : S =



Démonstration : (cas ou le premier terme est uy)

On va écrire S de deux fagons différentes :
S=u+(u+7r)+--+ (w+(n—1r)+ (u +nr)
S = (up—nr)+ (u, —(n—1071)+ -+ (up —7) + up,

Donc : 25 = n x u; +n X u, (les autres termes s’annulent) d’ou le résultat en divisant les deux
membres par 2.

Exemple 10
Soit u la suite arithmétique de premier terme u; = 1 et de raison » = 1. On a pour tout n € N*,
U, =u; + (n—1) x r =nr. On a donc la somme des n premiers termes qui vaut :
nx(l+n
S:1+2+3+---+(n—1)+n:%

Application:1+2+3+-~~+100:M:5050.

4 Suites géométriques

4.1 Définition

Définition 5

Une suite (uy,)n>0 est dite géométrique si chaque terme est obtenu en multipliant le précédent
par un méme nombre q. C’est a dire qu’il existe un réel g tel que pour tout n € N, u, 11 = ¢ X u,.
Le réel ¢ est appelé raison de la suite (uy,)n>0-

Remarque 4
Si on considére que la suite u n’est pas la suite nulle!, u est géométrique si pour tout n € N,

ona: =g
Exemple 11

Si u est la suite géométrique de premier terme uy = 5, et de raison ¢ = 2, on a :

Ug =9, U =qXuy=2%Xd=10, wus=qxu; =2x10=20, wuz3=gxXuy=2x20=40,...

4.2 Calcul du terme général

Théoréme 2

— si u est une suite géométrique de premier terme ug et de raison ¢, alors, pour tout n € N,
Uy = Uy X q".

— ¢i pour tout n € N, u,, = a x b", alors, u est la suite géométrique de premier terme ug = a
et de raison b.

Exemple 12
En reprenant la suite géométrique de I'exemple 11, on a :

pour tout n € N, u, =ug x ¢" =5 x 2"

Remarque 5
Si le premier terme est u;, on a : pour tout n € N*, u, = u; x ¢" L.

1La suite nulle est la suite dont tous les termes sont égaux & zéro.



4.3 Calcul de la somme des premiers termes
Propriété 2
Soit ¢ un réel différent de 0 et de 1. Alors, pour tout n € N, on a :

1 — n+1
1+q+q2+...---+q":qu

Remarque 6
~Sig=0,14+q+¢@+-+q¢q"=1.
~Sig=1,14+q¢+¢@+ - +q¢"=n+1

Exemple 13
siq=2,
l+q+@P=1+2+4=1. Enappliquantlaformule:1+q+q2=11_723:_—7:7.

1424+ 4210 = 1220 — 2047,

Propriété 3
Soit u une suite géométrique de premier terme ug et de raison g, avec ¢ différent de 1 et de 0.

On a:
1_qn+1

I—gq

Démonstration :
ug = ug X 1, uy = ug X q, Uy = ug X ¢>,.... Ainsi, on a :

g+ ur Uz Uy =g+ uo X g+ U X ¢' o+ ug X ¢t =g (L+q+q" - +q")
En utilisant la propriété 2, on obtient :

1 — qn+1

Ug+ UL+ oo+ Uy = Up -
l—q

Remarque 7
Si u est une suite géométrique de raison ¢, la somme des premiers termes peut aussi s’écrire :

premier terme — g X dernier terme
l—q

S

Exemple 14
Calculer S =34+9+27+4+ 81+ ---+ 2187 :
S est la somme des 7 premiers termes d’une suite géométrique u de premier terme ug = 3 et de

raison ¢ = 3. Donc :
1-37

=3 x 1093 = 3279
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