
Chapitre 7

Logarithme népérien

7.1 La fonction logarithme népérien
7.1.1 La fonction ln

On note f la fonction inverse (f : x !→ 1
x). Cette fonction est définie et continue sur ]0 ; +∞[

et elle admet des primitives sur cet intervalle.

Définition 7.1
La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction f : x !→ 1

x sur ]0 ; +∞[ qui
s’annule pour x = 1. On la note ln.
Le logarithme népérien d’un nombre x > 0 est noté ln(x) ou ln x.

Remarque 7.1
Sur la calculatrice la touche permettant de calculer le logarithme népérien d’un réel x stricte-
ment positif est la touche LN, à ne pas confondre avec la touche log.

7.1.2 Premières conséquences
Propriété 7.1
D’après la définition, on a :
– le logarithme népérien de 1 vaut 0 : ln 1 = 0,
– la fonction logarithme népérien est dérivable sur R∗

+ et :

pour x > 0, ln′(x) =
1

x

– la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R∗
+ : en effet, pour x > 0,

ln′(x) = 1
x > 0.

On peut regrouper ces résultats dans le tableau de variation suivant :

x 0 1 +∞

ln′ x +

ln x 0
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50 Logarithme népérien

7.1.3 Étude du signe de ln x

D’après l’étude des variations de la fonction ln, on a la propriété suivante :

Propriété 7.2
Pour tous réels a et b de R∗

+, on a :
ln a > ln b si et seulement si a > b ;
ln a = ln b si et seulement si a = b.

En utilisant le fait que ln 1 = 0 on obtient alors la propriété qui suit :

Propriété 7.3
Pour tout réel x > 0, on a :
ln x = 0 si et seulement si x = 1 ;
ln x > 0 si et seulement si x > 1 ;
ln x < 0 si et seulement si x < 1.

7.1.4 Fonction composée
Exemple 7.1
Soit f la fonction définie par f(x) = ln(2x + 4). Déterminer l’ensemble de définition et de
dérivabilité de f et calculer sa dérivée. Étudier ensuite le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
f(x) existe pour 2x + 4 > 0 c’est à dire pour x > −2. Donc Df =] − 2 ; +∞[. La fonction
logarithme est dérivable sur son ensemble de définition donc f est dérivable sur ]− 2 ; +∞[.
Pour x > −2, on a : f ′(x) = ln′(u(x)) × u′(x) où u : x !→ 2x + 4 (dérivée d’une fonction
composée).
On obtient donc : pour x > −2, f ′(x) = 1

2x+4 × 2 = 2
2x+4 = 1

x+2 .
f(x) > 0 si et seulement si 2x + 4 > 1, c’est à dire pour x > −3

2 .

Exemple 7.2 (Équation)
Résoudre l’équation suivante : ln(2x2 − 12) = ln(5x).
Pour que cette équation ait un sens, il faut nécessairement que 2x2− 12 > 0 et que 5x > 0. On
dresse un tableau de signes :

x −∞ −
√

6 0
√

6 +∞
2x2 − 12 + 0 − 0 +

5x − 0 +

On résout donc l’équation pour x ∈ ]
√

6 ; +∞[.
Pour x >

√
6, ln(2x2 − 12) = ln(5x) si et seulement si 2x2 − 12 = 5x (prop 7.2).

On résout donc l’équation 2x2−5x−12 = 0 qui a deux solutions : α = −3
2 et β = 4. La solution

α ne convient pas car −3
2 ≤

√
6 par contre la solution β convient.

La solution à l’équation de départ est donc S = {4}.

Exemple 7.3 (inéquation)
Résoudre l’inéquation ln(2x + 3) ≥ 0.
Pour que cette inéquation ait un sens, il faut que 2x + 3 > 0 soit x > −3

2 .
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7.2 Propriétés algébriques 51

Ensuite, on utilise la propriété 7.3, ainsi pour x > −3
2 , on a ln(2x + 3) ≥ 0 si et seulement si

2x + 3 ≥ 1 ; c’est à dire x ≥ −1.
La solution est donc : S = [−1 ; +∞[

7.2 Propriétés algébriques
7.2.1 logarithme d’un produit
Propriété 7.4
Si a et b sont deux réels strictement positifs, alors on a :

ln(ab) = ln(a) + ln(b)

démonstration :
Soit f la fonction définie sur R∗

+ par f(x) = ln(ax)− ln(x) (où a > 0).
f est dérivable sur R∗

+ comme composée de fonctions et pour x > 0, on a :

f ′(x) =
1

ax
× a− 1

x
= 0. Donc f est constante.

Donc pour tout x > 0, f(x) = f(1) = ln(a)− ln(1) = ln(a).
En prenant x = b, on obtient : f(b) = ln(a) donc ln(ab)− ln(b) = ln(a). D’où la propriété.

Remarque 7.2
Attention, a et b doivent tous les deux être strictement positifs pour pouvoir appliquer cette
propriété :
si a = −3 et b = −2, alors ln(ab) existe car ab = (−3)×(−2) = 6 > 0 mais ln(a)+ln(b) n’existe
pas car a et b sont négatifs.

7.2.2 logarithme d’un inverse, d’un quotient
Propriété 7.5
Pour tout a > 0, ln( 1

a) = − ln(a).

Démonstration :
Pour tout a > 0 on a :

ln(a) + ln( 1
a) = ln(a× 1

a) d’après la prop. 7.4
= ln(a

a)
= ln(1)
= 0

Donc ln
(

1
a

)
= 0− ln(a) = − ln(a).

Propriété 7.6
Si a et b sont deux réels strictement positifs, alors :

ln
(a

b

)
= ln(a)− ln(b)
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52 Logarithme népérien

Démonstration :
Pour tout a > 0 et tout b > 0, on a :

ln(a
b ) = ln(a× 1

b )
= ln(a) + ln(1

b ) d’après la prop. 7.4
= ln(a) + (− ln(b)) d’après la prop. 7.5
= ln(a)− ln(b)

7.2.3 logarithme d’une puissance, d’une racine
Propriété 7.7
Si a est un réel strictement positif et n un entier relatif, alors :

ln (an) = n ln(a)

Démonstration :
– Si n = 0, alors ln(a0) = ln(1) = 0 = 0× ln(a).
– Si n > 0, alors ln (an) = ln(a× · · ·× a︸ ︷︷ ︸

n facteurs

) = ln(a) + · · · + ln(a)︸ ︷︷ ︸
n termes

= n ln(a).

– Si n < 0, on pose m = −n > 0. On a alors ln(an) = ln( 1
am ) = − ln(am) = −m ln(a) = n ln(a).

Propriété 7.8
Si a est un réel strictement positif, alors ln (

√
a) = 1

2 ln(a).

Démonstration :
a > 0 donc a = (

√
a)

2. Donc ln(a) = ln
(
(
√

a)
2
)

= 2 ln (
√

a).
Donc ln (

√
a) = 1

2 ln(a).

7.3 Étude de la fonction ln

7.3.1 Étude des limites en +∞ et en 0
On a les résultats suivants :

lim
x→+∞

ln(x) = +∞ et lim
x→0

ln(x) = −∞

Démonstration :
Il s’agit de montrer que pour tout M > 0, aussi grand soit-il, il existe une valeur α > 0 telle
que pour tous les x > α, ln(x) > M .
Pour tout M > 0 il existe un entier n tel que n > M

ln(10) (Il suffit de calculer M
ln(10) et de prendre

la valeur arrondie à l’unité par excès).
En prenant α = 10n, on a :

Pour tout x > α, on a ln(x) > ln(10n) car ln est croissante
donc ln(x) > n ln(10) Prop. 7.7
donc ln(x) > M

ln(10) × ln(10) car n > M
ln(10)

donc ln(x) > M

Pour la limite en 0, on pose X = 1
x . On a alors :

lim
x→0+

ln(x) = lim
X→+∞

ln

(
1

X

)
= lim

X→+∞
(− ln(X)) = −∞
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7.3 Étude de la fonction ln 53

Conséquence graphique :
L’axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe représentative de la fonction ln.

7.3.2 Courbe représentative
On peut compléter le tableau de variation de la fonction ln :

x 0 1 +∞

ln′ x +

ln x
−∞

0
+∞

Étude de la tangente à Cln en 1 :
On a f(1) = 0 et f ′(1) = 1

1 = 1. Donc l’équation de la tangente est :

T1 : y = x− 1

D’après ses variations la fonction ln est continue et strictement croissante sur R∗
+ et de plus,

ln
(
R∗

+

)
= R (d’après les limites en 0 et +∞). Or 1 ∈ R donc d’après le théorème de la valeur

intermédiaire (Théorème 2.6 page 21), l’équation ln(x) = 1 admet une unique solution sur
R∗

+ : c’est l’abscisse du point de Cln qui a pour ordonnée 1. Ce nombre est noté e et il vaut
environ 2,718.

!i

!j

y = ln(x)

e

7.3.3 Quelques limites à connaitre
Propriété 7.9

lim
x→+∞

ln x

x
= 0; lim

x→0
x ln x = 0; lim

x→1

ln x

x− 1
= 1

Démonstration :
On pose g : x !−→ ln(x)−

√
x. La fonction g est définie et dérivable sur R∗

+.
Pour x > 0, on a g′(x) = 1

x −
1

2
√

x = 2−
√

x
2x . Dressons le tableau de variation de la fonction g :
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54 Logarithme népérien

x 0 4 +∞

g′(x) + 0 −
g ln 4− 2

On a g(4) = ln(4)−
√

4 ≈ −0,61 (calculatrice), donc d’après le tabelau pour tout x > 0, on a
ln x −

√
x < 0 ; donc ln x <

√
x. En divisant les deux membres de cette inéquation par x > 0,

on obtient : ln x
x <

√
x

x = 1√
x .

Or pour x > 1 (cas qui nous intéresse puisqu’on cherche une limite en +∞), ln(x)
x > 0. On a

donc pour x > 1 :
0 <

ln(x)

x
<

1√
x

et lim
x→+∞

1√
x

= 0

Donc d’après le théorème d’encadrement (théorème 2.4 page 19), on obtient :

lim
x→+∞

ln x

x
= 0

7.3.4 Équation ln x = m

On a vu que la fonction ln est strictement croissante et continue sur R∗
+. De plus, lim

x→0
ln x = −∞

et lim
x→+∞

ln x = +∞. Donc d’après le théorème de la valeur intermédiaire (Théorème 2.6 page 21),
pour tout m ∈ R, il existe une unique valeur x0 ∈ R∗

+ telle que f(x0) = m.
Ainsi, pour tout m ∈ R, l’équation ln(x) = m admet une unique solution dans R∗

+. Nous
verrons dans le chapitre 8 quelle sera cette solution.

7.4 Étude d’une fonction composée
7.4.1 Dérivée
Théorème 7.1
Soit u une fonction définie dérivable et strictement positive sur un intervalle I. Alors la fonction
ln(u) est dérivable sur I et on a :

Pour tout x ∈ I, (ln(u))′ (x) =
u′(x)

u(x)

On écrit aussi : (ln u)′ = u′

u .

Démonstration :
On a : ln ◦u qui est définie sur I, u est dérivable sur I et pour tout x0 ∈ I, u(x0) > 0 donc
ln est dérivable en u(x0). Donc, d’après le théorème de dérivation d’une fonction composée
(Théorème 3.6 page 26), pour tout x0 ∈ I, ln ◦u est dérivable en x0.
Ainsi, ln ◦u est dérivable sur I et on a :

(ln(u))′ = ln′(u)× u′ =
1

u
× u′ =

u′

u
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7.4 Étude d’une fonction composée 55

Exemple 7.4
Soit f la fonction définie par f(x) = ln(x2 − 2x− 4).

1. Déterminer l’ensemble de définition et de dérivabilité de f .
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3. Calculer f ′(x).
4. En déduire les variations de f . Dresser son tableau de variation.

7.4.2 Primitive de u′

u

Théorème 7.2
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, de signe constant sur I et qui ne s’annule pas
sur I.
– Si u est strictement positive sur I alors les primitives de u′

u sont les fonction Fk qui s’écrivent
sous la forme :

Fk(x) = ln(u(x)) + k, où k ∈ R

– Si u est strictement négative sur I alors les primitives de u′

u sont les fonction Fk qui s’écrivent
sous la forme :

Fk(x) = ln(−u(x)) + k, où k ∈ R

Exemple 7.5
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x+1

x2+x+1 . Déterminer la primitive de f sur R qui
s’annule en 0.
Pour x ∈ R, x2 +x+1 > 0 (il suffit de calculer le discriminant. . .). Ainsi f s’écrit sous la forme
f = u′

u avec u(x) = x2 + x + 1, et u strictement positive sur R.
Les primitives de f sont donc les fonctions Fk définies par Fk(x) = ln(x2 +x+1)+k où k ∈ R.
Fk(0) = 0 si et seulement si ln(02 + 0 + 1) + k = 0 ; soit k = 0. La primitive cherchée est donc
la fonction F définie sur R par : F (x) = ln(x2 + x + 1).

Exemple 7.6
Soit f la fonction définie sur ]1 ; +∞[ par f(x) = −2x

1−x2 . Déterminer la primitive de f sur ]1 ; +∞[
qui s’annule pour x = 2.
On a f = u′

u avec pour x > 1, u(x) = 1− x2 = (1− x)(1 + x) < 0.
Donc d’après le théorème 7.2, les primitives de f sur ]1 ; +∞[ sont les fonctions Fk définie par :

Pour x > 1, FK(x) = ln
(
−(1− x2)

)
+ k = ln(x2 − 1) + k, où k ∈ R

On cherche k tel que Fk(2) = 0 ; Soit ln(3) + k = 0. D’où k = − ln(3). La primitive cherchée
est la fonction F définie pour x > 1 par :

F (x) = ln(x2 − 1)− ln(3)
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